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Classes de Complexidade
Yz ¢
Classe P: problemas de decisdo que possuem algoritmos eficientes. e
Classe NP: problemas de decisdo cuja solucdo pode ser verificada em
tempo polinomial.
Classe NP-Completo: problemas em NP para os quais todo problema em
i —_—
NP é redutivel.

Questdo P vs. NP: se houver um algoritmo que resolve qualquer problema
NP-Completo em tempo polinomial, entdo todos os problemas
em NP também sao resolvidos.

Classe NP-Dificil: problemas para os quais todo problema em NP é

redutivel. Ia Ip
G
Estamos particularmente interessados em problemas NP-Dificeis.
Sa4— S O
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Abordagens
Se P # NP, entdo ndo podemos ter algoritmos para problemas NP-Dificeis
que, simultaneamente,
- @ encontrem solugdes 6timas
— @ em tempo polinomial
- @ para qualquer entrada.
Nos resta ndo exigir todas essas propriedades do mesmo algoritmo!

Algumas abordagens possiveis sao
— @ métodos exatos

@ heuristicas
C @ algoritmos de aproximacao

— @ parametrizacao

16 de Julho de 2021

Mério César San Felice (DC-UFSCar) Uma Introducdo a Algoritmos de Aproximagao



Algoritmos de aproximacgao
Relaxando a restricdo de exigir solugdes 6timas, com um detalhe.

Geram solugdes vidveis em tempo polinomial e dao garantia no custo da
solucao gerada com relagao ao custo da solucao 6tima.

Seja A um algoritmo polinomial para um problema de minimizagdo, A(/) o
custo da solu¢do de A para a entrada / e OPT (/) o custo da solugdo étima.

A é uma g_)z_-—aproximagzéo se, para toda instancia /,
A1) &L GRT(D Ayl

Se o problema for de maX|m|zacao temos a definicdo

Al » wopT(R ) ahL
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Problema da Mochila

Mochila Binaria

Entrada: conjunto de n itens, cada item / tem peso(w; e valor(v;, e
capacidade/ W da mochila.

Solugdes vidveis: conjuntos de itens S C {1,...,n} com)izies w; < V@
Funcao objetivo: soma dos valores dos itens em S.

Objetivo: encontrar uma solu¢do de valor maximo.

Mario César San Felice (DC-UFSCar) Uma Introducdo a Algoritmos de Aproximagao 16 de Julho de 2021



Exemplo para Algoritmo Guloso para a Mochila

O que acontece no seguinte cendrio?

W =B razao ordem fracio espaco livre = B
-v=2 wm=l =& L ook B-4
Vo = B Wo = B :/_22 — L 2 070

ALG - 2 &£ B = ofT
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Algoritmo de aproximacao para a Mochila Enm 29, dPDmar {e, b)

o {2 b7
1. funcdo MoCHILAAPROX(n, w, v, W)

. . Vi V2 Vn P O‘?@
2: ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > — ~
Wo Wp
/

. 1 ‘
=4 3: seja'g@ um inteiro tal que{_i:f’:1 w; < VEeZ Ifiill wi > Vlﬁ
4D 4: devolve max{v; + v, + ... + v, ‘@jj,}

Anilise:

oy o e 0
@@’,—i Vg4 ...+ ”UNQ'-I- (\F?_*L:)/l

[Em%‘mjl:[j@ ((V“H Vat . . Yy +% AJ‘?.,;)/Q = OPTr /2

De onde vemos que esse algoritmo é uma %-aproximac,:éo. @/@TQ\T
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Problema do Escalonamento

Escalonamento de Tarefas

Entrada: conjunto de tarefas {1,...,n}, cada tarefa i tem tempo de
processamento t;, e m maquinas idénticas.

Solucoes viaveis: partigéo das tarefas em m conjuntos My, M,, ..., M,,.

Funcio objetivo: Ynlaxj:l_nm ZieM,@(makespaW
= e

Objetivo: encontrar solugdo de custo minimo.
—_—
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Algoritmo de aproximac¢ao para o Escalonamento

Ideia: alocar cada tarefa a maquina que, no momento, tem a menor soma
de tempos de processamento.

1. fungao ESCALONAAPROX(n, t, m)
2: facga Mj=0paraj=1,....m

D3 para / < 1 até n faca
4: seja j uma maquina em que[_zi,e,v,j t;:(é minimo
5: Mj — IVIJ U {I}

 p—
6: devolvebaxj:17.,,,m Y iem, EJ = (
! (
T —
: {

| p—

.
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Analise
Seja j a maquina que define o makespan e seja k a dltima tarefa que foi
alocada a essa maquina. -

=
|

M;

; : §Q42,(j)-ftn
179 I I B A R

1 1
makespan
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Anélise “%%%

SejaY(j) — ZieMjaa carga da mdquina j. ) UD[:]

=D Note que, qualquer maquina j' tem cargaﬂ(j’) > I(j) — tx| pela escolha &
gulosa do algoritmo. Entdo ans

|

10) - ) @ED_ 1) =3 ; jj«j .
A w1

De onde
Lp te@gnl Y- OPTg@0PT(x)|
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Analise

T
AN
[
Temos (,/ \\\ ‘
I(j) — t < OPT(I) | ‘
Assim

[Eacclors Aprox(t) = ) (0G)-t)etn

¢ 1o (r) B8
2T G @Qaorrin] |

De onde vemos que esse algoritmo é uma 2-aproximacao

=DQuiz: se o tempo de processamento de qualquer tarefa for no méxi ' o 10%
de Z, 1 ti/m, vocé consegue melhorar a garantia obtida? =
rantia oohida
o Qoo o
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Problema do Caixeiro Viajante

Caixeiro Viajante (TSP)

Entrada: G = (V, E) e fungdo w de peso nas arestas.
Solugoes viaveis: circuitos hamiltonianos de G.

Funcao objetivo: soma dos pesos das arestas do circuito.
/

Objetivo: encontrar um circuito de menor custo.
R ———
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Inaproximabilidade do TSP Ty~ 1y
Ciuode = O
Hou.ﬁo‘-'w

=TSP

e—@'w

SAA—_ Sb
Considere o problema do Circuito Hamiltoniano, que é NP-Completo:

@ dado um grafo G = (V, E), existe um circuito que visita cada vértice
de G exatamente uma vez?

e

Lembre que, se P£NP entdo ndo existe algoritmo polinomial para
problemas NP-Completos.

Mario César San Felice (DC-UFSCar)

Uma Introducdo a Algoritmos de Aproximagao

16 de Julho de 2021



Inaproximabilidade do TSP

Vamos construir um grafo completo G’ = (V, E’) com peso w nas arestas
tal que w(e) =1se e € E e w(e) ='c-nse e ¢ E, para uma constante c.

C- afu1ex

C.n

C.m \l&
A)&e ovry
It
n
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Inaproximabilidade do TSP

Relacionando com o TSP, temos duas possibilidades:
@ se G tem um circuito hamiltoniano, entdo G’ tem um circuito
hamiltoniano (o mesmo) de custo(n,
> e, OPT(G',w) = n;
@ se G ndo tem circuito hamiltoniano, entdo G’ tem (pois é completo),
mas ele usa pelo menos uma aresta de custo c - n,
> ie.,OPT(G", w)> c-/ﬂ

Se existir um algoritmo A que é uma c-aproximagao para o TSP, ent3o:

@ A6 )& OPT(Cs) = em
@0 (6 ) oPT(&'w) > c.m
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Inaproximabilidade do TSP

Se existir um algoritmo A que é uma c-aproximacgdo para o TSP, ent3o:
Q@ A(G,w)<c-OPT(G',w)=c_n;
Q@ A(G',w)> OPT(G',w) > c-n.

Ou seja, G possui circuito hamiltoniano se e somente se o custo do
algoritmo sobre G’ for menor ou igual a ¢ - n.

Assim, algoritmo A permite resolver o problema do Circuito Hamiltoniano,
que é NP-Completo.

Portanto, n3o é possivel obter uma aproximacdo constante para o TSP!

Desafio: generalize a prova para mostrar que ndo é possivel obter sequer
uma f(n)-aproximagdo para o TSP.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP (Métrico
Se um grafo G = (V, E) com peso w nas arestas é métrico
@ entao ele é completo e‘jara todo trio u, v, x € V temos que
)

E/(uv) < w(ux) + w(xv

O TSP Métrico é o TSP onde o grafo de entrada é métrico.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Um atalho(short-cut) é a substituicdo de um caminho entre vértices u e v,
(u,x1, X2, ..., Xk, V), pela aresta uv.

(a, b, c,d) — (a,d)

Note que em um grafo métrico, E(uv) < w(u,xi,... ,ka
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico
Encontre uma &rvore geradora minima (MST) T de G.

AN T
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico
Duplique as arestas de T.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Encontre um ciclo Euleriano £.

)
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Percorra £ fazendo short-cut se for
repetir vértice.

E=(a,b,c,b,e,d, e, b,a)
= TF

[_C:(a,b,c,e,d,;)j

c(6) & o(8) - LEG)
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

o
1: fungao TSPMETRICOAPROX(G = (V, E), w) -
2 T« MST(G,w) |
3 T? < T com arestas duplicadas w >
4 & < ciclo euleriano em T2 %
s 5: C < circuito hamiltoniano obtido com short-cuts sobre &
6: devolve C
Andlise:

[ TSP tbieo apren () & @ (T)
< Qc (P
& 9 c(ePT)
De onde vemos que esse algoritmo é umal 2-aproximac3o.
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Problema da Cobertura por Vértices

Coberturafpor Vértices

Entrada: grafo G = (V, E) com peso w nos vértices.

Solucgoes viaveis: subconjunto S C V tal que para toda aresta uv € E,
ueSouves.

Funcao objetivo: soma dos pesos dos vértices em S.

Objetivo: encontrar solugdo de custo minimo.

Esse problema é um caso particular da Cobertura por Conjuntos.
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Problema da Cobertura por Vértices

Quiz: como podemos reduzir o problema da cobertura por vértices ao
problema da cobertura por conjuntos?
cobertura conjunto
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Formulacdo em PLI para a Cobertura por Vértices

Sejam’ x,, varidveis bindrias que indicam se o vértice v foi escolhido.

~am Z L Lov
veV

= o fpurocf@L] Ve-faviet
x,.e oty YueV

Programacao linear é muito utilizada para encontrar solu¢des aproximadas.

Assim, considere o'PL fruto da relaxacdo da integralidade do modelo
anterior.
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Algoritmo de aproximacao para a Cobertura por Vértices

1: fungdo VERTEXCOVERAPROX(G = (V,E), w)

— 2 monte e resolva o PL, obtendo' x* 4:
3: para v € V faca
Q@(m [)_(_v :® se x> 05 &
5: x, =0, se x; <0.5<4

6: devolveXZvE v vaa

Note que a solucdo construida é viavel: como toda aresta satisfaz
X} 4+ x; > 1, algum dentre x;; e x deve ser pelo menos 0.5.
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Analise
Selx, = 1, entdo x; > 0.5 =\, =1 < 2x].
Se'x, = 0, ent3o também vale queE(v =0< 2x’*:g

(Vb e €ovn Appse (T) - 3 weae

@Q_Zw.,xwu 109: < 20PT (1)

Y

De onde vemos que esse algoritmo é uma 2-aproximacao.

Desafio: generalizar nosso algoritmo para tratar o problema da Cobertura
por Conjuntos.
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Problema do Corte Maximo

Corte Maximo em Grafos
Entrada: um grafo G = (V, E).

Solugdes viaveis: um corte de G, i.e., um conjunto S tal que ) # S C V.

Funcdo objetivo: nimero de arestas que sai de S, i.e., |0(S)].

Objetivo: encontrar solugdo de custo maximo.
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Algoritmo de aproximacdo para o Corte Maximo

Vizinhanga de um corte S:
@ cortes que tem apenas um vértice a mais ou a menos que S

Seja c(v) = # de arestas incidentes a v que atravessam o corte
e d(v) = # de arestas incidentes a v que ndo atravessam o corte

1: funcdo CORTEMAXIMOBUSCALOCAL(G = (V, E))

2 S + um corte inicial; S « V \'S

3 enquanto houver vértice v tal que ¢(v) < d(v) faga
4: seveSentio S+ S\{v}; S+ SuU{v}

5 sendo S <+ S\ {v}; S+ SuU{v}

6 devolve S
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Exemplo de funcionamento do algoritmo
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Analise

Vamos mostrar que esse algoritmo de busca local termina em tempo
polinomial e tem razdo de aproximacao constante.

Quiz: como generalizar essa heuristica para a versdo ponderada do Corte
Maximo?
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