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Estrutura

A seguir temos a estrutura geral da dissertação.

Otimização combinatória

Computação online

Análise competitiva

Problema do k-Servidor

Algoritmo da função trabalho
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Problemas de Otimização

Um problema de otimização combinatória é um problema de
maximização ou minimização que:

Possui um conjunto de entradas.

Possui um conjunto de soluções.

Para cada entrada I e solução O apresenta um custo
c(I , O).
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Modelos de Computação

Problemas de otimização podem ser abordados por algoritmos
de diferentes modelos.

Computação Offline - Neste modelo o algoritmo recebe
todas as partes da entrada antes de começar a construir
uma solução para o problema.

Computação Online - Neste modelo o algoritmo recebe
as partes da entrada em sequência e para cada parte
recebida constrói uma parte da solução, sem
conhecimento das partes que estão por vir.

Chamamos algoritmos destes modelos, respectivamente, de
algoritmos offline e online.

Autor: Mário César San Felice Orientador: Orlando Lee O Problema do k-Servidor



Áreas de Interesse

Por simplicidade, quando consideramos um problema no
modelo de computação offline ou online dizemos,
respectivamente, tratar-se de um problema offline ou online.

Problemas online são comuns em diversas áreas, como:

Ciência da computação.

Economia.

Pesquisa Operacional.
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Problemas em Ciência da Computação

Em ciência da computação algoritmos para problemas online

surgiram em diversos contextos.

Problemas Clássicos - Como os problemas de
Escalonamento, Empacotamento e Balanceamento de
Cargas.

Problemas Tipicamente Online - Como os problemas
de Paginação em Memória Virtual e de Roteamento em
Redes de Comunicação.

Gerenciamento de Estruturas de Dados Dinâmicas -
Como o problema de Acesso à Lista.
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Abordagens de Análise

Existem abordagens espećıficas para analisar a qualidade de
algorimos online.

Complexidade de Caso Médio - Abordagem
tradicional em que se estabelece uma distribuição de
eventos e calcula-se o custo total esperado ou custo
esperado por evento.

Análise Competitiva - Abordagem em que se obtém
uma garantia de qualidade para as soluções do algoritmo
online analisado quando estas são comparadas às soluções
do algoritmo ótimo para o problema offline

correspondente.
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Razão de Competitividade

A garantia de qualidade utilizada em análise competitiva é
expressa por uma razão, chamada razão de competitividade.

Seja ALG um algoritmo online para um problema e OPT um
algoritmo ótimo para o problema offline correspondente.

Dizemos que ALG é c-competitivo se, para toda entrada I e
algum α constante que não depende de I , ele apresenta razão
de competitividade c que satisfaz a seguinte expressão:

ALG (I ) ≤ cOPT (I ) + α.
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Análise como um Jogo

A abordagem de análise competitiva pode ser vista como um
jogo entre um jogador online e um adversário malicioso.

O jogador online é o algoritmo online cuja qualidade será
avaliada. Seu objetivo é minimizar o custo de suas
soluções.

O adversário malicioso conhece o comportamento do
algoritmo online e constrói uma entrada I ∗ que maximiza
a razão entre ALG (I ∗) e OPT (I ∗).

Como analisamos ALG considerando a “pior entrada” I ∗

dizemos que análise competitiva é uma abordagem de pior
caso.
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Exemplo - Balanceamento de Cargas

Para explicar melhor a abordagem de análise competitiva
consideramos o problema de Balanceamento de Cargas. Este
problema pode ser definido da seguinte forma:

Temos N máquinas capazes de realizar tarefas.

As máquinas devem processar uma sequência de tarefas
σ = t1, t2, . . . , tn.

Cada tarefa ti tem um tamanho próprio e deve ser
alocada em uma máquina.

A tarefa ti+1 só surge depois que ti é alocada.

Cada máquina possui uma carga igual ao somatório dos
tamanhos das tarefas alocadas nela.

O objetivo é alocar as tarefas de σ nas máquinas de modo
a minimizar a carga máxima dentre estas.
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Exemplo - Algoritmo Online Guloso

Neste exemplo consideramos um algoritmo online guloso com
o seguinte comportamento:

“Quando recebe uma tarefa o algoritmo a aloca na máquina
que possui a menor carga. Em caso de empate escolhe
arbitrariamente uma máquina.”

A seguir mostraremos que este algoritmo é
(

2 − 1

N

)

-competitivo.
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Exemplo - Limitante Inferior

Para mostrar o limitante inferior consideramos uma sequência
de tarefas σ com N(N − 1) tarefas de tamanho 1 seguida de
uma tarefa de tamanho N.
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Exemplo - Limitante Superior

Para mostrar o limitante superior consideramos que para uma
entrada σ o algoritmo online guloso alocou uma carga máxima
igual a s + h na máquina 1.

Temos que OPT (σ) ≥ h e OPT (σ) ≥ s + h

N
.
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Exemplo - Limitante Superior

Logo,

ALG (σ) = s + h

≤ OPT (σ) −
h

N
+ h

= OPT (σ) +

(

1 −
1

N

)

h

≤ OPT (σ) +

(

1 −
1

N

)

OPT (σ)

=

(

2 −
1

N

)

OPT (σ).
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O Problema do k-Servidor

O problema do k-Servidor é o principal problema tratado na
dissertação.

Ele foi proposto por Manasse, McGeoch e Sleator (1988).

É central na área de computação online, sendo uma
generalização do problema de Paginação em Memória
Virtual.

Apresenta problemas importantes em aberto, como a
conjectura do k-Servidor.
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Definição do Problema

O problema do k-Servidor é definido da seguinte forma:

Temos k-Servidores num espaço métrico.

Os servidores devem atender uma sequência de
requisições σ = r1, r2, . . . , rn.

Cada requisição ri é um ponto do espaço e é atendida se
um servidor está sobre ela.

A requisição ri+1 só surge depois que ri é atendida.

O objetivo é minimizar o somatório das distâncias
percorridas pelos servidores para atender σ.
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Conjectura do k-Servidor

Esta conjectura é responsável por grande parte do interesse no
problema do k-Servidor.

Ela foi proposta por Manasse, McGeoch e Sleator (1988).

Diz que: “qualquer espaço métrico admite um algoritmo
determińıstico k-competitivo para o problema do
k-Servidor”.

Koutsoupias e Papadimitriou (1995) mostraram que o
algoritmo da função trabalho WFA apresenta razão de
competitividade 2k − 1 para o problema do k-Servidor em
qualquer espaço métrico.

Existem diversos casos particulares do problema do
k-Servidor para os quais a conjectura vale.

Sabe-se que nenhum espaço métrico com pelo menos
k + 1 pontos permite um algoritmo determińıstico com
razão de competitividade menor que k.
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Casos Particulares Importantes

A seguir temos alguns casos particulares para os quais a
conjectura vale seguidos dos algoritmos que comprovadamente
a satisfazem.

Problema do k-Servidor na Linha - Algoritmo das
Duas Coberturas DC e algoritmo WFA.

Problema do k-Servidor na Estrela Ponderada -
Algoritmo WFA.

Problema do k-Servidor na Árvore - Algoritmo das
Coberturas Múltiplas DC-Tree.

Problema do k-Servidor em Espaços com k + 2
Pontos - Algoritmo WFA.

Problema do 2-Servidor - Algoritmo WFA.

Problema do 3-Servidor no Plano Manhattan -
Algoritmo WFA.
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Exemplo - Algoritmo Online Guloso

Um algoritmo online guloso para o problema do k-Servidor
apresenta o seguinte comportamento:

Quando recebe uma requisição o algoritmo a atende com o
servidor mais próximo. Em caso de empate escolhe
arbitrariamente um servidor.

A análise deste algoritmo é interessante, pois demonstra uma
dificuldade t́ıpica do problema do k-Servidor.
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Exemplo - Limitante Inferior

Na figura a seguir mostraremos que a estratégia gulosa não é
competitiva mesmo em um caso bastante simples do problema
do k-Servidor.
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Algoritmo da Função Trabalho

A seguir temos alguns fatos importantes sobre este algoritmo.

A idéia do algoritmo foi proposta independentemente por
Howard Karllof e por Mcgeoch e Sleator.

Chrobak e Larmore (1992) apresentaram o algoritmo
como o conhecemos e apresentaram a primeira prova de
competitividade deste, para o caso k = 2.

Koutsoupias e Papadimitriou (1995) mostraram que o
algoritmo é (2k − 1)-competitivo para o problema do
k-Servidor em qualquer espaço métrico.

Desde então foram obtidas provas da k-competitividade
de WFA para diversos casos particulares.
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Definição Função Trabalho

A seguir definimos funções trabalho, utilizadas na definição de
WFA.

Uma função trabalho é definida sobre uma configuração
inicial C0 e uma sequência de requisições σ.

Sua entrada é uma configuração C , e denotamos seu
valor por w

σ
(C ).

Podemos interpretá-la como o custo ótimo para,
começando com os servidores em C0, atender σ e
terminar com os servidores em C .
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Definição do Algoritmo

Sendo C
σ

a configuração de WFA depois de atender uma
sequência de requisições σ, o algoritmo da função trabalho
apresenta o seguinte comportamento:

Quando, depois que WFA atendeu σ, surge uma requisição r ,
WFA atende esta requisição com o servidor s∗ que satisfaz:

s∗ = arg min
s∈Cσ

{w
σ
(C

σ
− s + r) + d(r , s)}.

Esta expressão permite perceber como é dif́ıcil analisar este
algoritmo, pois a cada passo seu comportamento depende do
valor de diversas funções trabalho, cujos valores dependem dos
passos anteriores.
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Considerações Finais

Neste trabalho estudamos o problema do k-Servidor,
dedicando especial atenção à conjectura do k-Servidor, e por
consequência ao algoritmo da função trabalho.

Assim, este trabalho consiste de uma compilação dos
principais resultados relevantes para a conjectura.

Nesta compilação contribúımos com um paradigma que
permitiu identificar partes comuns às provas e assim
simplificá-las.

Acreditamos que o objetivo inicial do trabalho foi alcançado e
esperamos que esta dissertação seja útil para estudantes e
pesquisadores com interesse na área de computação online.
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