Projeto e Analise de Algoritmos (PAA)
QuickSort e o Problema da Separacao

QuickSort € um algoritmo de ordenagao que usa a técnica de divisdo-e-conquista.

Principal diferenca para o mergeSort:
e Ao invés de dividir o vetor ao meio,
e divide ele entre os elementos menores e maiores,
o usando como referéncia um elemento chamado pivé.

Exemplo/ideia do quickSort:
e vetor fora de ordem v[i1..n]=58413627
escolher um pivd, digamos p =v[1] =5
separa o vetor entre 0s menores e 0os maiores que o pivd, que fica em V(K]
v[1..k-11=4132 vlk+1..n]=867
e ordenar recursivamente os dois subvetores, sendo que subvetores com 0 ou
1 elementos ja estao ordenados
v[1..k-1=1234 vVIk+1..n]=678
e concatenar os subvetores ordenados com o pivd
v[1..n]=v[1. k-1] +Vv[K]+Vv[k+1..n]=12345678
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Pseudocddigo do algoritmo quickSort recursivo:

quickSort(v[e .. d]): // na primeira chamadae=1ed =n
sed-e+1<=1:retorne// d-e + 1¢é otamanho do vetor atual
escolhePivo(v[e .. d]) // escolhe o pivd p e 0 deixa na posicao v[e]
k = separa(v[e .. d]) // devolve v[e .. k-1] <= v[k] = p < v[k+1 .. d]
quickSort(v[e .. k-1])
quickSort(v[k+1 .. d)

Ideia do separa: percorrer v da esquerda para a direita, mantendo o vetor dividido
em trés partes, como sugere a figura.
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e A cada novo elemento considerado, decidimos se ele deve ir
o paraa 12 ou 22 parte, dependendo se € menor ou maior que o pivo.

Exemplo do separa:
e Vv[1..n]=58413627

e p=V[1]
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Pseudocddigo do algoritmo separa:
separa(vle .. d]):
p = Vvle]
i=e+1
paraj=e + 1 atéd:
se V[j] <= p:
troca(v, i, j); i += 1
troca(v, e, i - 1) // Quiz1: por que essa troca?
devolvei - 1

Eficiéncia do separa: algoritmo executa em tempo linear no tamanho do vetor v,
e ie,OMn)paran=d-e+1
e Para verificar, note que jcomecaeme + 1,
o e éincrementado em toda iteracao até d.

Corretude do separa: a principal propriedade invariante é que
e noinicio da iteragao j os originalmente no subvetor vie+1 .. j-1]
o que sao menores que p estdo em v[e+1 .. i-1]
o e 0s que sdo maiores estdo em vii .. j-1].
e A prova segue por inducdo no valor de j.
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Bonus: em outra maneira de implementar o separa
e percorremos o vetor a partir das pontas, como sugere a figura.
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e Mantemos os menores que o pivd na esquerda e os maiores na direita.
e Quando encontramos um elemento maior no inicio e um menor no final,
o trocamos ambos de posicao.
e Quiz2: detalhe a implementagao desta verséo.
o Atente para onde colocar o pivé quando terminar de percorrer v.

Quiz3: Conseguimos implementar o separa sem inverter a posicao relativa de

elementos com o mesmo valor, i.e., de modo estavel?
e R.: Nao nas versoes in place.
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Pseudocddigo do algoritmo quickSort recursivo:

quickSort(v[e .. d]): // na primeira chamadae=1ed =n
sed-e+1<=1:retorne// d-e + 1¢é otamanho do vetor atual
escolhePivo(v[e .. d]) // escolhe o pivd p e 0 deixa na posicao vie]
k = separa(v[e .. d]) // devolve v[e .. k-1] <= v[k] = p < v[k+1 .. d]
quickSort(v[e .. k-1])
quickSort(v[k+1 .. d)

Qual o pior tipo de pivé que o quickSort pode escolher?
e R: Aquele que divide a entrada em um vetor vazio e outro com apenas um
elemento a menos que o anterior.
e Qual a eficiéncia do quickSort neste caso?
o R:T(n) =T(n-1) + cn = Theta(n"2).
e |sso porque o separa percorre todo o vetor em cada chamada. Assim, no
total temosn+n-1 +n-2 + ... + 3+ 2 + 1 = n(n-1)/2 iteragdes do separa.

Qual o melhor tipo de pivdé que o quickSort pode escolher?
e R: Aquele que divide a entrada exatamente na metade.
e Qual a eficiéncia do quickSort neste caso? R: Theta(n log n).
e Isso porque o quickSort fica com uma recorréncia igual a do mergeSort, i.e.,
T(n) = 2T(n/2) + cn
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O que seria um bom pivd? R.: Um que divide a entrada numa proporgcao 25%-75%.
e Por que isso caracteriza um bom piv6 (ou uma boa divisao)?
o R: Porque a altura de uma arvore de recursao em que s6 ocorram
particdes boas € limitada por O(log n).
e Para deduzir esse valor, seja tam_sp(j) o tamanho do maior subproblema
depois de j divisdes boas.
e Como em cada divisdo boa o maior subproblema diminui para pelo menos
3/4, temos que tam_sp(j) <= n (3/4)7]
e Sendo h o maior numero de divisées boas, quando mesmo o maior problema
caiu no caso base, temos
1 <=n*3/4)"h — (4/3)"h <=n — h <=1log_(4/3) n - h <= (1/1g (4/3)) Ig n = O(lg n)

Como encontrar bons pivos? R.: Usando aleatoriedade.
e O algoritmo escolhe o pivé de modo uniforme e aleatério.
e Qual a probabilidade de obter uma boa divis&do, ou seja, um bom piv6?
o R.: 50%, pois qualquer elemento cuja posicao final estda no "meio"
(entre 25%-75%) do vetor gera essa divisao.
e Em média, a cada 2 pivés teremos 1 bom. Assim, nossa arvore de recursao
deve ter alturah <= (2 /1g (4/3)) Ig n = O(Ig n)

Importante: note que o tempo esperado depende apenas
e das escolhas do algoritmo, e ndo dos valores da entrada.
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