PAA - Aula 6607
Teorema Mestre

—_— o
Considere a recorréncia | (‘V\) & O\T(M/b) +C.TN

O Teorema Mestre diz que
L~ Q= lD =—b J(’\") O(M Qﬂﬁm)
2 - ab? —D T(m) = O(m"{)
5 - a>bd = T(m) - 0(m™2")

Vamos entender o porqué construindo uma arvore de recursao
e paraa recorréncia\f(n) <=a*T(n/b)+c*nA
/
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Recorrénciaﬁn) <= a* T(n/b)
Qual o numero de subproblemas no nivel jda arvore? ;!@- 4\9(3) = ol} (

Qual oltamanho de um subproblema do nivel j? ]1 O J'P(A) = (V\/ba» l

Qual o trabalho local (n&o recursivo) em um problema no nivel.j?2 o\
R.: Enwb_ip(g) 4 C. T&M_AP (3) =LC (m/b’é>

Qual o trabalho realizado no nivel j?

Hreb ) M- 8D (4) Teb_ap ()

«

- . D{ 6
Qé.c((\/\/g)(’t - C.ad. .M = cmd. S‘_A

o by b

Note que, s6 o termo Q/bQ\ € influenciado pelo nivel j. Por isso,

e interpretamos’' & como a taxa com que o trabalho aumenta por nivel e
° b"‘ como ataxa com que o trabalho diminui por nivel da arvore.

J
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Quantos niveis tem a arvore de recursao?
e Sabemos que no ultimo nivel h o tamanho do subproblema é 1,
o ou algum n_um/er_o_pﬁggeno que corresponda ao caso base.
e Assim,

Toosp(h) = L =D b =m %E j
- 2 »

Por fim, qual o trabalho total realizado?
e Vamos somar ao longo de todos os niveis da arvore

h h '
@) g Z jﬁab (a) = ZC'MA o’(’g& =C.N
j;=o j;=o

b

Chegamos a soma dos termos de uma PG com razéo
e e sabemos que o resultado de tal soma
o depende particularmente da razao ser maior ou menor que 1.
e E dai que surgem os casos do Te(ml\/lestre.
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Casos do Teorema Mestre

Lembrando que trabalho total € dado por d e
® NOSSOS Casos dependem do valor da razdo/(a / bAd).

Caso1 a=brd =D bo( =] =D b\we/\ MMM e wivell

@ et %)4 C.m (Q%“Z“ +£)=@<m Q@””)

jg\\

e T(n) é# de niveis vezestrabalho por nivel

—_—

m=4> %}:‘AL%M. iawinni por ained
Ly g
Fo et 7@ <ot A =<r.c’£.‘)”“kozm

j e b= b
’ Qaifety

e T(n) é'dominado pelo trabalho no primeiro nivel da arvore
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Caso 3:a > b~d ==D — > | =D Ma'e/‘ e o. T(K\/\)é O/\T(“"/b)*(lﬂ/\d
b™ pon el

H’.Q%,b

Eécw\ fg/b‘* 4(3 @'Cf_bi)__;&

e o a/4) -

< emd /b o ?° © v (/1Y
()¢ (a/ b*-1) W (o) -
a(a/ oo - o(m*?s) [m* Q;ﬂ

= (aloh-
e |T(n)= O(a/\log ﬂe O numero de foﬂa§ no ultimo nivel da arvore. ng b Q
o Assim, T(n) é dominado pelo trabalho no ultimo nivel da arvore. %b @%
e Para verificar queE’:Iog bn=n"og_ t@ ﬁ - Q o Q
o aplique a operacgao log_b aos dois lados da equacao. %b % %b T

Curiosidade: existe uma versao mais poderosa (e complicada) do Teorema Mestre,
e para lidar com recorréncias em que o trabalho local nao € um polinémio.
o Desafio: troque ¢ nAd porf(n) na recorréncia e refaga arvore e anadlise.
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Aplicando o Teorema Mestre

Considerando a recorrénciaﬁn) <=a*T(n/b)+c* n’\é__,]o Teorema Mestre diz que
1. a=bAd — T(n) = O(nd log n)
2. a<bArd — T(n) = O(n~d) el sn
3. a>bArd — T(n) = O(n"log_b a) *
Caped (

Algoritmo de Multiplicagao de Inteiros de Karatsuba
o T(n)= :jT(n/Z\) scnt=d t “Q‘@&
/ l Q-= o) Lo d 1 =
a b 222 la-a>ahp =D (m)=0f
L,9
d> 4 =0 (m )
Algoritmo de Ordenagao mergeSort e Algoritmo para Encontrar o Par Mais Proximo
o T)=2TM/2)+cnt=% &4@1

1/ \
Q Q=1

b poata-isat b = T(w)- (ﬁm)

d-1
Algoritmo de Multiplicacao de Matrizes de Strassen 3
o T(n)=7T(M/2) +cnA2 Coae S it
c{( u é{ a- 1 . \ Q@g ?)
a
© b-2 1a-1>9b =®W“')=O(m
ca . 2 0(y")

Projeto e Analise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacgao - UFSCar



