PAA - Aula 8506
Encontrar o Par Mais Proximo

Definicdo do problema de encontrar o par mais proximo.

, 2
Entrada: um conjunto P= t P Ps, .- (Pn}de M pontos no plano |R
e sendo lRo conjunto dos numeros reais. . N [/
Distancia Euclidiana: a distancia entre dois pontos p.i = (th ;) 2 é
X

d (e p3) = (im0 (g9 %) /
Solugdo: um par de pontos em P ue
.9 minimisa a(cfi/s?gnciap d(P /%) sobre?odos 0s pares de pontos em t9

Vale notar que, um algoritmo por busca exaustiva,
e composto por dois lagos aninhados, pode comparar

o adistancija entre todos os (”"3) -C ;_“ = ‘Y\'_(g_;‘) pares de pontos.
e (Como cada comparacdo de distancias leva tempo constante,
o esse algoritmo encontra o par mais préximo em tempo 0 ( m 1)

Sera que conseguimos fazer melhor?
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Vamos tentar desenvolver um algoritmo mais eficiente usando a abordagem de
projeto por divisdo e conquista.
e Dividjr: o problema original é dividido em subproblemas do mesmo tipo.
e Conquistar: os subproblemas sao resolvidos recursivamente, sendo que os
subproblemas pequenos sao caso base.

e Combinar: as solugdes dos subproblemas sdo combinadas numa solucédo do \Ra
problema original.

Para colocar alguma estrutura na instancia do problema '
o criamos duas coépias de P chamadas P.gc, £ 3/ (f‘ :
° Pa(, € ordenada pelas coordenadas 9C dos pontos ‘
o e P € ordenada pelas coordenadas . ‘ ¢
e Note que esse procedimento leva tempo QO m lg fh)

Para intuir porque ordenar os pontos € uma boa ideia, I
e observem que a versdo deste problema na linha (dimenséo ]R)
o aindatem ‘3) = O(M’j pares para comparar,
e mas pode ser resolvida em tempo linear,
© uma vez que os pares estejam ordenados. m

e Quiz1: por que? TRCRA e

Obs: ordenar elementos da entrada é uma boa estratégia em diversos problemas.
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Algoritmo recursivo simples
(p.g) pratierBroaine (P, Be)s
/JAG'#J(J»P—QSL/@&‘WT“‘I'- [ cosn loose (.,q; [2_:).

doolia © pon v pr6Ues dinka T ﬂ,b

divida Pes L wlu (e P Ly R .
oll.wu(& Yo (»4{ ol%qug)mw o gl

ey oo L 8 54 ool ' dlaade oy B % £y
Oby: &L Jm/e@é)Jq 06-TFiro. Sralsasled \\’}
Qusy Lt Aivigss die Ao o bope Jiwen (o]
wn kY sin livigss A ¢€_u~0; Jopo Oonr > -
@*;‘h)’lo“"’““"‘?ﬁ“‘w((—m, ‘-3) 9

(p,, =P o~ Maly, Preene (R"/ P}) . o
=D (Pd,:.;)’P” Aoy Provins Divide (Pe, Py) =D ade ey 00w paws sl

dota & wlllen o (P99, (Ps,24), (P4, 44)

Sendo (p,(l sH)o par mais proximo dividido, um detalhe crucial € que
e sO precisamos saber o par dividido se ele for menor que o nao dividido.
o Essa observagéo permite fortalecer o algoritmo.
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Algoritmo recursivo melhorado

(P, 9) parMaisProximo(Px, Py): °
Q(‘)‘_ ( se 0 numero de pontos for menor que 4: # caso base ’ ‘l s ;
encontre o par mais proximo diretamente e devolva-o . g
~
-d)dlwda Px em Lx e Rx (e Py em Ly e Ry) de modo que S Q= Y Q\_/
Ol a metade dos pontos mais a esquerda fique nos componentes L =
a metade mais a direita figue nos compontentes R,

e 0s subconjuntos continuem ordenados.

/
{
(
a /
/

M — (pl, gl)#parMaisProximo(Lx, Ly) S’J,M %_

(pr, ar)sparMaisProximo(Rx, Ry) §

(4 — §— Prdmn 2&((91 g}) O\(Pﬂ »)S

devolva o melhor entre (pl, ql), (pr, qr), (pd, qd)

Agora o parMaisProximoDividido pode usar o 8 para melhorar sua busca.
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Algoritmo que analisa os pares divididos
/8

(pd, qd) parMaisProximoDividido(Px, Py, delta):
% 4 pm vt o e g diviole Poroue
O(m) 33 & a elKess deo vhe edade P
o A Ao patter con C@,@]o(ka.i
© 2T £-3 @ K+S. @Y o

L 1
0() = di-§, p-g- Mol e

Pora i L o IS41E0:
e we Lo nn 13 I5g1-0Y @ e g
L e 0\(3;13,33“*@)44%'- Pl cines okl ¢/

(

: _ . CSufiek] da = d( q) © T dogu—
| P> Syls), = Jyliek] xy &9}.?{’1"
A!mr&ra (‘D,er)
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Qual a eficiéncia do algoritmo parMaisProximoDividido?
° O(m) ; pois o laco interno execute}Lum numero constante (<= 7) vezes.
"6 Vo ynB
O que isso implica para a eficiéncia do algoritmo parMaisProximo?
e (Cada chamada dele vai desencadear até 2_chamadas recursivas,
o de subproblemas com metade do numero de pontos,
m e o trabalho local é linear no numero de pontos.
e Assim, temos a recorréncia T(m) = &T(M/sa + Ccm
o que é a mesma recorréncia do mergeSort.
e Portanto, sabemos que ela corresponde a uma fungdo de tempo Q (m ﬂ% N\)

Por que o algoritmo parMaisProximoDividido esta correto?
e \Vamos ver uma demonstracao em duas partes para sua corretude.

A base da demonstracao € perceber que o par mais proximo dividido
e sO nos interessa se sua distancia for menor que delta,
o ja que ja conhecemos pares nao divididos com essa distancia.
T —
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Para mostrar que o algoritmo esta correto, primeiro vamos provar o seguinte lema.

Lema 1 - Se dois pontos P e §,estao a menos que de distancia,

e entdo \&P—OC,,}IL lae 89,|<8
Premi d(p,g) = (- =) + (39 4 %)1
G40 s0 o+ § apag - ey

Potas, e d(pg) (S LotTe l3p-541¢ dlp )L
Obs: Note que uma demonstracdo equivalente vale para a coordenada g_

o = v b =D o
bA fﬁapositiva do Lema 1 diz que loc p- .f)llql > S = 0‘(?/@&) P g

e Como qualquer par dividido com X«
o um ponto fora da faixa [ & - g, X g] ) : \ (

e estd separado por uma faixa de largura 6 o . ‘\'

o esse par ndo pode estar 2N ¢ °
m adistancia menorque L |B ‘(,’\§
Q o . R

—_—

S d
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Vamos mostrar que qualquer par dividido (P, ‘i) com distancia menor que S

o estdanomaximo & posicbes sequenciais no vetor ordenado D 2,
e Note que mostrar isso implica a corretude do algoritmo,

o pois ele compara cada ponto em 33 com :]-pontos que o sucedem.

Pelo Lema 1, se um par dividido(t?, ‘ﬂ tem distancia menor que S
o adiferenca entre suas coordenadas “, deve ser menor que N
e Portanto, podemos focar numa regiao com L 8 de largura,
o eum & de altura a partir da menor coordenada } entre P £ 9{‘
e Sem perda de generalidade, suponha que P vem antes de q_ em SJ/

. oc
S/, B
— | : 1
g/;.l : °% (
= N B § -
S/D.] , ( &
_ —Al 1
s g § v

Nos resta mostrar que ndo podem existir mais que Y pontos nessa regido.
e Faremos isso dividindo a regido em & quadrados de lado &/;L
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E possivel existir dois pontos S« e b num mesmo quadrado?
! x
[ g/j (
— . - R B |
‘ ) C
S/J-] i : T !
« =~ > - ~ Y - AR

S/ll "" ® ‘ } \\ 3 -" B
TP Cq
[ [ 3 Y s
xS g g ¥ ‘ )

e Por absurdo, vamos supor que sim, e observar que -

o @,b) ndo é um par dividido, e que g!(o.lb) 4 \f? S/SL £ S
e Assim,se & e lo estdo no mesmo quadrado, eles estao

o auma distdncia menor que &  contrariando a definicdo do S

————

e Disso concluimos que existe no maximo L ponto por quadrado.

o Como sdo ¥ quadrados, temos que Ped

m estdo ano maximo & posicdes sequenciais em 53,

Portanto, quando o algoritmo examina
o 0s proximos q- pontos a partir do ponto corrente,
e se houver um par mais proximo di(\iid_idp envolvendo o ponto corrente,
o este par sera encontrado.
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