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Vi P/ MP@ Divisdo e Conquista, MergeSort, Arvore de Recorréncia
Wc.oc,ao
Etapas do projeto de algoritmos por divisdo e conquista
e Dividir: o problema original € dividido em subproblemas menores do mesmo

) tipo
M e Conquistar: os subproblemas sao resolvidos recursivamente, sendo que os
ke subproblemas pequenos sdo caso base.
O coale e Combinar: as solucdes dos subproblemas sdo combinadas numa solucao do
problema original.

Exemplo/ideia do mergeSort:
e vetor fora de ordem
e dividir o vetor a ser ordenado em dois subvetores, cada um com metade do
tamanho original

e ordenar recursivamente os dois subvetores, sendo que subvetores com 0 ou
1 elementos ja estdo ordenados

—v —F
e intercalar (merge) os subvetores ordenados resultantes 2
W
A
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Pseudocddigo do algoritmo mergeSort recursivo:
[ Thonge Seik (o)
MaD Mol rdona
Q’P%Q/\ﬂ (W, V) = makooker WAD\_Q dinalen dy -
WS@J (m*ﬂ)) 28 Seik (vn)
L = wdtieato. (L o)

Pseudocdédigo do algoritmo intercala:

WQ.&»QE (‘\fﬂl Wﬂ)i (ﬂia-j.a,w\(‘\r.a)', mnsz(‘\ﬁ)} mﬁﬁ,\‘[l\/j

d=g =k =1
grode (i< mg EjLang):
O(rnnrnn)\< AL L [ﬂé (\m[a'} : o\r{yq A C\r}LLA}I k++l-;\++/-
BT NP P AR VS RS EL S PP RN Sy
Juiged p/ @opior o qus dglagm s wr gn VR

a~
Eficiéncia do intercala: o numero de operacdes € linear no tamanho dos subvetores,

e ie,daordemde (O, + mﬁ_) =0 (m)
e Para verificar, note que em cada iteracdo um elemento € colocado em v.
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Corretude do intercala com invariantes de lago: no inicio de cada iteracao “’1\&_——-“r.l ‘\VnEE:\
A e ay|l . k-ilcontém os elementos de arp |1 - i-l| | (\T\)z[L,a'—ﬂ o
Gto os elementosde V| ! . k-] |  estdo ordenados,
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Pseudocddigo do algoritmo mergeSort recursivo:
mergeSort(vetor v):
se tam(v) <= 1: devolva
(vl, vr) = 12 e 22 metade de v, respectivamente
mergeSort(vl)
mergeSort(vr)
v = intercala(vl, vr)

Corretude do mergeSort por indugao:
e Pelo caso base, sabemos que nosso algoritmo devolve subvetores
ordenados quando estes tém tamanho menor ou igual a 1.
e Supondo, como H.l., que nosso algoritmo ordena corretamente
o um subvetor de tamanho n/2,
e verificamos que ele ordena um vetor de tamanho n,
o uma vez que a fungdo intercala funciona corretamente.

Andlise de eficiéncia:
e Quantos sao os sube\rgfmas/chamadas recursivas?
\\ Qual o tamanho dos inateires nos subproblemas?
Qual o trabalho local (n&o recursivo)?
Assim, o tempo gasto é dado pela recorréncia:
Mas, qual é a funcdo de tempo deste algoritmo?

= Qué)'- sty o Necohimeio T(m)= 9T(w/2)+c.m pzbmj(w(w do
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Resolvendo a recorréncia T(n) = 2T(n/2) + cn
e usando uma arvore (binaria) de recurséo.

Qual o ultimo nivel h da arvore?
e Note que, as chamadas recursivas param quando o tamanho do
subproblema é 1. Portanto

Como comecamos a contar os niveis no nivel 0, o numero de niveis é
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O numero de niveis da arvore é ja que:
e no nivel 0 temos n elementos o vetor,
e Ign=1log_2 né onumero de vezes que podemos dividir n por 2 antes dele
se tornar menor ou igual a 1 (caso base).

No nivel j o numero de subproblemas é
e e o0 tamanho do vetor dos subproblemas é

Qual o trabalho local (ndo recursivo) do mergeSort?
e Uma chamada do mergeSort realiza basicamente um teste,
o seguido de duas chamadas recursivas e uma chamada de intercala.
e Como intercala tem eficiéncia de tempo linear no tamanho dos vetores,

o o trabalho nao recursivo num vetor de tamanho m é

Qual o trabalho realizado no nivel j?
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Por fim, o trabalho total é dado pela soma do trabalho por nivel da arvore
e ao longo do numero de niveis da arvore, i.e.,

Y’Numa comparacao rapida, para n = 1076 e 1079 temos:
e Ilgn=log_2n
e nign=nlog_2n
e nN2

Q"
Supondo que um computador realize 1 Giga (10°9) operagdes por segundo, temos:
e um algoritmo de ordenacao O(n log n) leva, da ordem de, centésimos de
segundo e 30 segundos,
| ® um algoritmo de ordenacéo O(n"2) leva, da ordem de, 16 minutos e 32 anos.

Animacao: https://www. outube.com/watch?v:ZZuD6iUe3Pcm ( b,,,):l 9 nb
. . =m
Edle: pnayﬁm o onodraon 1@»@ W(b/m} Vs M % /%
U? ‘oﬂ)ls ml/% b
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(Bénus) Resolvendo a recorréncia por substituicdo: T(n) = 2 * T(n/2) + cn
\_7;@;_;7_&/1) + C’ﬂ T(m)= 2TCmy/2) + €M = 2 T (a/a?) + Lem
\ S =
T(m/a) = 2T(my) + co/L

= _‘)_(l’l"(fn/l{)+-c M2 )+Cm

=4 T(n/M)+ 2em = ilT(fn/f‘)Je 2Cm
Tn/4) = 2T (n/8) + ca/d
= ‘-\(D_T(m/‘é’)fcm/“f) +2¢cm

T (m/8) = 2T(w/1g)+ C /g =& T(w/8)+dem= 2 T(w/2})¥3cn

= (T (m/36) +c/B)«3¢cm

=16 Ton/16) + Yem= 24T (m/24) +Y cm

T(m)= 2#T(m/2#)+4cm

MO MUl ém Eﬁ}'()j) =N =p é( %/

fgm ————
Eﬁw): Y ,T(i)-wgwc,m:m,cﬁ&cmﬁgfn {7
— ]
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