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Projeto e Analise de Algoritmos (PAA e
o ~gort (PAA) @ QW 2 mj
Analise Assintética
Andlise assintética € um ferramental matematico que
e nos da vocabuldrio para descrever a eficiéncia de algoritmos
e ¢ permite formalizar varios principios da analise.

Principios da andlise de algoritmos:
e analise de pior caso,
e pouca atencdo para constantes multiplicativas e termos de menor ordem,
e foco no comportamento dos algoritmos para entradas grandes.

Ela é simples o bastante para ignorar aspectos sobre os quais
e nao temos controle ou interesse quando analisamos um algoritmo, como
o detalhes de implementacéao, linguagem, compilacdo e arquitetura.

Mas é precisa o bastante para diferenciar algoritmos,
e e permitir escolhas embasadas ao resolver um problema, —

—o—partieutarmerte quando as entradas sao grandes—
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Notacdo () € O(£ () 4D T () & O(Rw) 4= T (o) =

Omnien @u bi
Consmaere duas fungdes T e f, definidas nos inteiros positivos, 4. 'Q
’Z oS eT(me O(—F(m))&gnlflca que, para um n sufici
- o uma constante vezes f(n) limita superiormente T(n).
e Aintuiggo € que, assintoticamente, T cresce no maximo'tao rapido quantgi_
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Exemplos graficos:
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e Note que (° , (), n@o podem depender de n. —=4c qun Lt
crmﬁ/\g ‘f(m) 2 Mo 420
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Definicao formal:

= T(m)= O(f@) M
e T(n) = O(f(n)) se existem constantesn_0ec >0

o tais que T(n) <= ¢ * f(n) para todo n >=n_0

+ t .
- 3 C € 27: A Mo c z .
e Note que n_0 e ¢ ndo podem depender de n.

T(‘V‘)‘»'QM?(\A”OM &/ O(W\.,Q}m)? T(m)é C“F((Y!) \AIW\)/(Y\o

Exemplo 7 T(n) =10nlign + 10 n é O(n Ig n)? Sonn

Prova: Queremos encontrar constantes C. -t e tais que
e paratodo (V1% temos T ()= 10 o %m.{, IOm L C. m% m

Para tanto, vamos manipular T(n) usando limitantes superiores

T(M)=|Om%%+(@mél0m st lom ooy = 20 o m

Lyl p/my 2 =, 7 C= 20
Como, para ¢ =90 . M= 9 temosT(m>Lcm%rv\ entdo | ()€ O(m %m}

Quaiy Tm=me 0(27)7 S @ L2/ 0yene ] fusdigio

\m
Bom : mo-@dbmo-@u—ca WI.: p/manMrnucq @
m l)@ ®
mn-L m 2400 jg.
E“’”’f (mi)J«iécil +!LQ1 ve ) ’ Ea?;__& L
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Exemplo 2: T(n) =a_k n*k + a_k-1 n*k-1+...+a_1n+a_0é0n"k?
CoT(m)= @, m" m*t tQ NntQ = ;o' /O(mk)’I i
- x + Ql‘"‘- + ... ] Qo - Ol,‘ 2 ‘ N~
Prova: Queremos encontrar constantes . o), tais que, )
e paratodo (M T, temos T (m) - Z’:.OO\;MK 4 7"
° Para tanto, vamos manipular T( ) usando limitantes superiores

K
()= ZQ ' 4 Z ol o’ Z\le = o< Zlq‘-\ = (lqk]* -.-+lQa\).<YlK

e > - _—~
:b\ e Como, para Czlq*\(*'—'*lgo\&ﬂﬂo:ﬂi
o temos (). ¢m"™ , concluimos que T () € O(mK)

K-
gj Or\) m é O((Y\ )
Exemplo 3: T(n) = n*k ndo é O(n"k-1).  Cuwunol et Mon %XC ame:T(W L
()= e O(MK—L
Prova: Por contradicdo, vamos supor que T(n) = n*k € O(n”k-1), ou seja,
e supomos que existem < 2 s tais que, para (11 M«
o temos T (q) = et Lo
e Como ol & temos rY%’“é C’_.MR\L - m éO

e Como o resultado deve valer para todo (1 >, Mo

o (Crm nja}oé constante, o que € um absurdo. / oun Aﬁ&l (W\Si)\/\u Y2 %6
0ol s gre Lidafoga .
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Exemplo 4: T(n) = 2~A(n+10) é O(2"n)?
G =5%° € o(a™)?

Prova: Queremos encontrar constantes tais que,
e paratodo temos
A
C
e Como para temos

o concluimos que

T(w)=2 ¢ O(7)
Exemplo 57 T(n) = 22(10n) ndo é O(2/n).

Prova: Por contradicao, vamos supor que T(n) = 2~(10n) € O(2”~n), ou seja,
® sSUPOMOS que existem tais que, para
o temos

e Como temos /

e Como o resultado deve valer para todo
o nao é constante, o que é uma contradicdo.

Projeto e Analise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacgao - UFSCar

e



- .
Notacdo Omega () " > oMntoics

Considere duas fungdes T e f, definidas nos inteiros posmvos, J. 2., Sd m € %T
o (qn e (—F(m)) significa que, para um n suficientemente Qande
o uma constante vezes f(n) limita inferiormente T(n).
e Aintuicdo é que, assintoticamente, T cresce pelo menos tao rapido quanto f.

E I aficos: ’F (“")
xemplos graficos Ttn
4 - T ()
Ty 1)
\VI mY Mo -
...«F(m) 3"?(#\)
/ :Y)o v Me=0Q T_T]. )
) “T(ew) e, @3 o Liva HGIRNA
efinicdo formal: ,F iR ,(z(m)
o T(m)eN (£ (m)> se existem constantes ", > @ tais que
Tlw) 2 e(x) paratodo ) Mo RSy

e Note que ¢ 2 ™M« ndo podem depender de n. c

Qg 4t g(m) & OCF@) s P60 (gm) T S o m)4c£(m)@>mo=b
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m"‘e O(l*\)? @F@«Mﬂ;g

w
i Lde eyl
2‘7\0

Exemplo 1: T(n) = 2~2(n+10) € Omega(2/n)? _
T((Y\)= in-&l() Gﬂ(lm)7 S
Prova: Queremos encontrar constantes ¢ 2 (. tais que,
e paratodo rﬂ) Yetemos T () = 3_""*“2‘ §/ e Q"‘

TCw)> =99 39"
- "9:5 72 pJ\tM P jand- ik

- n
e Portanto, para .= 2° ¢ 5= Q temos T (M) ZC. 2
c=\

eTm=2"" e O (2" ¢ S
Exemplo 2: T(n) = 2~(10n) € Omega(2/n)?

%941_ : (Y\= mo

M- )

HI.: P -ty e famed ()¢ 2
Prova: Queremos encontrar constantes ¢ 1l » tais que, K r w
e para todo m>/fY1,, temos T(‘Y\) _ 2‘0«\ >/ CQM aﬂiﬂ"‘ m = ((m‘ D*— 1.) :'(m’ \) +
(\&Mq) (m—!)“-\+ " Lé C. Q_M'Fl_..

1Om
|
H1.

T(a)=2" = 9" 27"y 9"
<2 p @)y -

2@ mK®K%1(m-i)>kbm
Q=23 N D)o
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Notacao Theta

4

. ~ - N . 1£_\dmg%f
Considere duas fungbes T e f, definidas nos inteiros positivos, 4,
° significa que, para um n suficientemente grande,
o f(n) limita T(n) tanto inferiormente quanto superiormente.
e Aintuicado é que, assintoticamente, T e f crescem igualmente rapido.

Exemplo gréfico: . «82((“)

Definicao formal:

° se existem constantes tais que
para todo
e Note que nao podem depender de n.

Projeto e Analise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacgao - UFSCar



(f\‘) (on)
S Exemplo 1: T(n) = max{f g} & Theta(f(n)

L1t = cmous [ o) (m} ee( £, §(v)

Prova: Queremos encontrar constarfles Cy Cas motals que,
e paratodo 1 ), <, temos G:(m (,,h)é Mo \i'C(M\/g(m)}é Cl<,F(m]*2(M)>
e Buscando primeiro o I|m|tante superior temos
dwyy 0 2 4@Ye Yo ez

Ao, { £, (M)3 &1 (6 ) +9())
o Portanto para (", =L o M.=0temos | (m)Lc (—F(m +}(m>

Buscando agora o limitante inferior observamos que

—F(m) 5@) rmovx{ (@) g(m]m»wi @) g(mﬁé L maye §£(w) Z(M)g
" To)- vt [£e) 90)) RECICTIC)

Manto @C\\ﬂ;}m, @temos ’T( ))C (—{z(m +2(ﬂ‘r

Exemplo 2: Para'T(n) = (1/2)n"2 + fbn responda
o T(n)éOn)? Ny , o= Ledednd e =D ey Wy +3 Vmyma (codisdicto)

° T(n)éOmega()?SMn m+3m>CA’Y\ ‘\MP/C. L emo=0
T(n) € ON3)? Sin- 4/,,m+ In & Ya® Lem® amle P oe=2 s a7
7 A r) . . 2
T(n) & Theta(n"2)? Sinn, o4 C,. 01 ¢latedmdcyal ¢/ Cy- Yy | Cozleao>0

[ ]
[ ]
oM C1:4{1' Cy=2 2 Mo= 2
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(B6nus) Exemplo 3: T(n) = 2An + 15nA2 é Theta(2/n)?

Prova: Queremos encontrar constantes c1, c2 e n_0 tais que,
e paratodon >=n_0, temos c1 *2”n <=T(n) <=c2 * 2”n

e Buscando primeiro o limitante inferior temos
T(n) = 2”n + 15n"2 >= 2”n

o Portanto, parac1 =1en_0=0temos c1*22n <=T(n).

e Buscando agora o limitante superior temos
$ T(n) = 2”n + 15n"2
<=2"n+2”n (paran >= 16, pois 2 n >= 15n"2 —
8 —n>=Ilg(15n"2) > n>=1g15+2Ign —
—n-2Ilgn>=Ig15)
@ =2%2"n

o Portanto, parac2 =2 e n_0 =16 temos T(n) <= c2 * 2/n.
N=46=b om- Qﬂgm- fc-n_w=8=«%.‘>8 >£2*5
Note que, quando demonstramos que uma funcéo € Theta de outra,
e podemos chegar a n_0s diferentes para os limitantes inferior e superior.
o No final usamos o maior dentre eles.
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(B6nus) Notacao little omicron

Considere duas funcdes T e f, definidas nos inteiros positivos.
e T(n) = littleomicron(f(n)) significa que, para qualquer constante ¢ > 0,
o existe n_0 > 0 tal que T(n) <= ¢ * f(n) para todo n >= n_0.
e Intuitivamente, quer dizer que T cresce assintoticamente mais devagar que f.

Exemplo: para qualquer k >= 1 temos T(n) = nA(k-1) = littleomicron(n/k)?
Prova: Tome uma constante ¢ > 0 arbitraria.
e Queremos encontrar um limitante inferior n_0 para n tal que

Tin)=nAk-1)<=c*n*k—>1<=c*n—->n>=1/c

e Escolhendo n_0 = 1/c temos T(n) <= ¢ * n/k.
e Como c foi escolhido arbitrariamente a prova esta concluida.
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(B6nus) Notacao little omega

Considere duas funcdes T e f, definidas nos inteiros positivos.
e T(n) = littleomega(f(n)) significa que, para qualquer constante ¢ > 0
o existe n_0 > 0 tal que T(n) >= ¢ * f(n) para todo n >= n_0.
e Intuitivamente, quer dizer que T cresce assintoticamente mais rapido que f.

Exemplo: para qualquer k >= 1 temos T(n) = nk = littleomega(n”(k-1))?
Prova: Tome uma constante ¢ > 0 arbitraria.
e Queremos encontrar um limitante inferior n_0 para n tal que

T(n)=nrk>=c*nAk-1) > n>=c

e Escolhendo n_0 = c temos T(n) >= ¢ * nA(k-1).
e Como c foi escolhido arbitrariamente a prova esta concluida.
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