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Métodos de Demonstracao

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo 1, demonstracdes sdo instrumentos usados por uma pessoa para convencer
outras pessoas (ou a si mesma) de que uma afirmacdo é verdadeira. Toda demonstragdo precisa

partir de algumas defini¢Oes e/ou afirmacdes bésicas — chamadas axiomas ou postulados — que
ambas as partes aceitam como verdadeiras, e/ou afirmacdes que foram previamente demonstradas.

Para ser convincente, uma demonstracdo somente pode usar afirmacdes e regras de raciocinio que
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as duas partes consideram validas. Emgeral, podem ser usadas as equivaléncias e implicagcdes
l6gicas vistas nos capitulos anteriores. Entre pessoas que pelo menos iniciaram um curso superior
de ciéncia ou engenharia, em particular, podem também ser usadas as regras de manipulacdo de
férmulas da 4lgebra e da teoria de conjuntos.

Uma afirmacdo devidamente demonstrada é chamada de teorema (palavra derivada de uma ex-
pressdo grega que significa “verdade dos Deuses”). Um teorema que é demonstrado apenas para
ajudar na prova de um outro teorema € chamado de lema. Um coroldrio de um teorema € outro
teorema que € consequéncia do primeiro, e cuja demonstracdo € relativamente simples.

4.1.1 Definicoes

Uma demonstracdo também pode usar definicoes que tenham sido feitas previamente. De modo
geral, uma definicao introduz no escopo da discussao um novo predicado, e uma férmula l6gica
equivalente a0 mesmo. Por convenc¢do, as palavras que representam o novo predicado sdo enfati-
zadas na defini¢do. Por exemplo:

Definicao 4.1: Um inteiro n é um muiltiplo de um inteiro p se, e somente se, existe um (
inteiro ¢ tal que n = pq.

Esta defini¢do introduz um novo predicado “é multiplo de”, que, na nota¢do formal, podemos
denotar (por exemplo) por M. Neste caso, M(n, p) € lido “n é miltiplo de p”. A parte que vem
depois do ‘“‘se, e somente se” seria escrita formalmente “(dg € Z)n = pq. Assim, depois de
enunciarmos esta defini¢ao, podemos tratar a férmula

(Vn,peZ)YM(n,p) < (g € Z)n = pq 4.1)

como um axioma, ou supor que M(n, p) é logicamente equivalente a (dg € Z) n = pq. Em particu-
lar, podemos trocar qualquer sub-férmula M(&, F), onde E e ¥ sdo férmulas com valores inteiros,
por (Ag € Z) (E) = (¥) g, ou vice-versa; sem que isso quebre a equivaléncia logica.

Mesmo quando escrita em linguagem natural, uma defini¢do precisa ser completa, isto €, deve
especificar todas as propriedades que identificam exatamente o predicado em questdo. Deve ser
também precisa, de modo que o leitor nao tenha dividas sobre o valor 16gico do predicado, quando
ele se aplica.

Observe que para quaisquer inteiros n € p, tanto a defini¢do 4.1 quanto o axioma (4.1) determinam,
sem ambiguidade, se n € ou ndo multiplo de p.

Por outro lado, da maneira como esta escrita, a defini¢do 4.1 s6 vale no dominio dos inteiros. Serd
o nimero 7 um miltiplo de V17? A definigdo 4.1 ndo diz nem que sim, nem que ndo. Enquanto o
conceito de “multiplo” ndo for definido para esses nimeros, essa frase (ou a férmula M(x, V17))
nao tem sentido: ela ndo é nem verdadeira nem falsa, e portanto ndo € uma proposicao légica.

Observe também que, na parte da defini¢ao 4.1 que descreve o sentido do predicado, as varidveis
n e p sdo livres , enquanto que g estd amarrada no quantificador “existe”.

Uma vez que um conceito foi definido, ele pode ser usado em outras definicoes:
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Definicao 4.2: Um inteiro p divide um inteiro n (€ um divisor de n) se, e somente se, n é \
multiplo de p.

Esta definicdo introduz um predicado “é divisor de” em termos do predicado “é multiplo de”.
Formalmente, se denotarmos esse predicado por D, ela introduz o axioma

(Vp,n € Z) D(p,n) < M(n, p) (4.2)
Observe o uso do conectivo légico “se e somente se” («<») nestas defini¢des. Este conectivo permite

ao leitor decidir se uma entidade qualquer do dominio se enquadra ou ndo na definigao. Portanto/
toda definicdo deve ser uma afirmacgao da forma “se e somente se”.

N\

Entretanto, em textos matematicos e técnicos € comum encontrar defini¢des que usam apenas a
palavra “se” quando o autor na verdade quer dizer “se e somente se.” Por exemplo:

Definicao 4.3: Um inteiro € par se ele € multiplo de 2.

Esta definicdo deve ser entendida como “um inteiro € par se, e somente se, ele € multiplo de 2”.
Formalmente, ela introduz um predicado P, tal que P(n) € lido “n € um inteiro par”, e 0 axioma
(Vn € Z) P(n) < M(n,?2). Eis outro exemplo:

Definicao 4.4: Se um inteiro ndo € par, dizemos que ele € impar.

Formalmente, esta defini¢do introduz um predicado /, tal que I(n) € lido “n € impar”, e o axioma
(Yn € Z)I(n) & —P(n)

H4 outros formatos de definicdo que ndo usam nem “se” nem “‘se e somente se”. Por exemplo:

Definicao 4.5: Um nimero primo é um nimero inteiro maior que 1, que nao tem nenhum
divisor exceto 1 e ele mesmo.

Esta defini¢do deve ser lida “n é um niimero primo se, e somente se, n € um ndmero inteiro, n é
maior que 1, e ndo existe nenhum d que seja divisor de n e diferente de 1 e de n.” Formalmente, se
R representa o predicado “€ primo”, esta defini¢do introduz o axioma

(Vn)R(n) & meZAn>1A~(3Ad)D(d,n) ANd #1 Ad # n))

Definicoes equivalentes @ QB/I Wl WM frd oq oy . i Malo

Em geral ha muitas maneiras diferentes de definir o mesmo conceito. Por exemplo, em vez da
defnicdo 4.4 podemos dizer - 2 2 a
¢ P Ex: 6(_12): 3(,4215”
Definicao 4.6: Um inteiro n € impar se existe um inteiro k tal que n = 2k + 1. y 3 .,
+ = + 51, +
Ou entdo C% aD * 3

2 3
4+
Definicao 4.7: Um inteiro n € impar se existe um inteiro par m tal que n = m + 1. 3 Z g’

Formalmente, os predicados I, I, e I3 introduzidos pelas defini¢des 4.4, 4.6 e 4.7 sdo o mesmo
predicado; isto é, (Vn)I(n) & L(n), e (Vn) L(n) < I3(n). Porém, estas equivalénicias ndo sao
inteiramente Obvias, e podem precisar de demonstragdes.
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4.1.2 Conjecturas

Uma conjetura (ou conjectura) € uma afirmacao para a qual ainda nao existe prova. Em geral, este
termo ¢ usado quando se suspeita que a afirmacao seja verdadeira. Se uma conjetura é finalmente
demonstrada, ela se torna um teorema. Por outro lado, se for encontrada uma demonstracao da
negacdo da conjetura, dizemos que a mesma foi refutada. Enquanto nenhuma das duas coisas
ocorre, diz-se que a conjetura continua aberta.

Um exemplo famoso € a conjetura de Fermat: “se n > 2, a equacdo x" + y" = 7" ndo tem solucdes
inteiras positivas.” Esta conjetura foi encontrada em um livro que pertenceu ao matematico Pierre
de Fermat (1601-1665), que escreveu na margem “tenho uma linda demonstracdo, mas ela ndo
cabe nesta margem.” Apesar de inimeros esfor¢os por matematicos de todo o mundo, a afirmacao
permaneceu como conjetura por mais de 300 anos. Em 1995, finalmente, o matematico inglés
Andrew Wiles publicou uma demonstracdo com mais de 200 paginas. Hoje a conjetura é conhecida
como o ultimo teorema de Fermat. o

Y
Outro exemplo famoso é a conjetura da%uatro cores: “todo mapa pode ser pintado com no
maximo quatro cores, de modo que @aises vizinhos tenham cores diferentes.” Esta conjetura foi
enunciada em 1852 por Francis Guthrie (1831-1899), mas somente foi provada em 1976 por Ken-
neth Appel e Wolfgang Haken, utilizando um computador. Em 1994 foi produzida uma prova
simplificada por Paul Seymour, Neil Robertson, Daniel Sanders e Robin Thomas, mas continua
sendo impossivel demonstrar o teorema sem recorrer a um computador.

Ha vérias conjeturas famosas que ainda estdo abertas. A conjetura de Goldbach, formulada pelo
matemadtico alemao Christian Goldbach em 1742, afirma que fodo niimero inteiro par maior que
2 € a soma de dois niimeros primos. Testes com computadores mostram que esta afirmacao é
verdadeira para todos os inteiros pares entre 4 e 4 x 10'* (400 trilhdes); mas obviamente estes
testes nao constituem uma prova.

O monge e matematico francés Marin Mersenne (1585—-1648) investigou os nimeros M, = 2" — 1,
onde n é um niimero primo. Estes niimeros, hoje, sao chamados niimeros de Mersenne. Ele obser-
vou que os nimeros M, = 3, Mz =7, Ms = 31, e M; = 127 s@o primos; mas o nimero seguinte,
My, = 2047, ndo é primo (2047 = 23 X 89). Depois de verificar mais alguns casos, ele conjecturou
que M, é primo para todo n em {2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257}. Porém, em 1876 Edouard
Lucas (1842-1891) provou que Mg; = 2% — 1 ndo era primo, e portanto a conjetura de Mersenne
era falsa. Entretanto, sua prova ndo exibia os fatores de M67,r?penas provava que eles existiam. Em
1903, Frank Nelson Cole (1861-1926) apresentou uma palesta em uma conferéncia de matematica,
com o titulo vago On the Factorisation of Large Numbers. Sem dizer nada, Cole primeiro escreveu
257 — 1 no quadro negro, e fez os cdlculos 2 mao, obtendo o valor 147573952589676412927. Na
outra metade do quadro, ele escreveu o produto 193707721 x 761838257287, e fez a multiplicagido
a mao, obtendo o mesmo resultado. A platéia aplaudiu em pé. Depois ele contou que tinha levado
trés anos, trabalhando todos os domingos, para encontrar essa fatoracao.

4.1.3 Métodos de demonstracao

Existem teoremas que tem muitas demonstracdes diferentes. Qual delas € a melhor é, até certo
ponto, uma questao de gosto, e depende para quem a demonstragdo € dirigida. Em geral, quanto
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mais curta a prova, melhor; mas hd outros critérios, como a facilidade de compreensdo, a sim-
plicidade dos passos, etc.. De modo geral, quando ndo sabemos se uma afirmacao € verdadeira,
nossa primeira preocupagao € encontrar uma demonstragao que nos convenga. Para convencer ou-
tras pessoas, entretanto, devemos cuidar para que a demonstracdo seja, além de correta, também
simples, clara e objetiva, tanto quanto possivel.

Ha varios métodos de demonstracdo (estilos, estratégias, esquemas, etc.) que sao frequentemente
usados em matemdtica. Em geral, a mesma demonstracdo pode ser reformulada e rearranjada de
modo a se enquadrar em varios esquemas distintos. Dependendo do caso, algumas dessas versoes
podem ser mais faceis de encontrar, escrever e entender do que outras. No restante deste capitulo
vamos descrever algumas técnicas frequentemente utilizadas em provas.

js MW@QWW@‘?’"Q
M M{/Mﬂ ot L

4.2 Demonstracao de implicacoes

No decorrer de muitas demonstragdes, temos que provar implicagoes da forma p — ¢, isto € se p
€ verdadeira, entdo g também €. A afirmacgdo p é chamada de hipdtese, premissa ou condicdo, e a

afirmacdo g é chamada de fese ou conclusdo. Am(km,ow NJM{% m,e
“A@m A—so~ "> %%0 1
’ . ,,p /
4.2.1 Meétodo direto —'lU °>,

No método direto de demonstracao, supomos que a hip6tese p € verdadeira, € usamos uma sequen01a
de proposicOes que sdao consequéncias 16gicas das anteriores, até obter a tese g. Esta sequéncia de
passos prova a implicacdo p — g. Por exemplo, digamos que, num contexto em que m € n sao
ndmeros inteiros, € preciso provar a afirmacao

i Teorema 4.1: Se m e n sdo pares, entdo m + n € par.
Podemos escrever a seguinte demonstragao:

Prova:

Suponha que m € par. (Hipoétese.)

Suponha que n € par. (Hip6tese.)

Existe um inteiro r tal que m = 2r. (Defini¢ao de “par”.)
Existe um inteiro s tal que n = 2s. (Defini¢do de “par’.)
m+n=2r+2s=2r+s). (De3ed4, pordlgebra.)
Seja t = r + 5. (Introducdo de varidvel.)

Existe um inteiro ¢ tal que m + n = 2¢t. (De 6.)

® =N AL

m + n € par. (De 7 e defini¢do de “par”. Tese.)

Fim.
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Usando simbolos légicos e o predicado P da defini¢do 4.3, a afirmacdo que queremos demonstrar
€ P(m) A P(n) —» P(m + n). A demonstracdo direta, com alguns passos mais detalhados, seria:

Prova:

Suponha P(m). (Hipotese.)

Suponha P(n). (Hipétese.)

(dr € Z)m = 2r. (Definicao de P.)

(ds € Z)n = 2s. (Defini¢ao de P.)
Ar,seZ)ym=2rAn=2s.(De3e4)
Ar,s€eZ)ym+n =2+ s). (De 5, por dlgebra.)
(Vr,s € 2)(At € Z)r + s = t. (Propriedade da soma.)
dteZym+n=2t. (Debe7.)

P(m + n). (De 8 e defini¢do de P. Tese.)

P(m) A P(n) - P(m+n). (De3,4¢e9.)

o ® N kWD =

p—
S

Fim.

Supde-se que cada um dos passos acima € um raciocinio simples o bastante para ser aceito como
valido pelo leitor.

Estritamente falando, cada passo de uma demonstracdo deveria ser uma aplicacdo de uma regra
de inferéncia, tirada de uma lista fixa de regras que todos os matematicos aceitam como véalidas
e fundamentais. Uma das regras comumente aceitas, por exemplo, € a regra de modus ponens:
se j4 demonstramos que uma proposi¢cdo p € verdade, e que p — ¢, entdo podemos conside-
rar a proposicdo g demonstrada. Mais geralmente, qualquer das implicacOes l6gicas vistas na
secdo 3.3.5 pode ser um passo de uma demonstragdo. Outras regras sdo necessarias para lidar com
quantificadores, como passagem das afrmacdes 3 e 4 para 5 da prova acima (veja secdes 4.4—4.5).

Na prética, os passos sdo escritos de maneira muito abreviada, na suposi¢ao de que o leitor con-
segue perceber as regras de inferéncia usadas nas entrelinhas, e explicita-las se for preciso. Por
exemplo, a demonstragdo acima normalmente seria escrita da seguinte maneira:

Prova:

Suponha que m e n sdo inteiros pares. Por defini¢do de nimero “par”, existem inteiros r
estaisquem = 2ren = 2s. Logom+n = 2r +2s = 2(r + s). Como r + s € inteiro,
concluimos que o inteiro m + n € par, pela defini¢ao.

Fim.
/
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i - ‘4, Q Jmpon
hw'j?a/m MJ/ | P (lese: .y & pan?
s obvidy . . 1) ’
o | Exercicio 4.1: Demonstre que o produto de um inteiro par por um inteiro impar € par.

oc & pon = Jge 2(x = 29)| 4 S dIne 2(y - 2h +1) |42 29 () = 2(2hg+g)| Bm k=2hg+g €2 fv

h P 740 © Exercicio 4.2: Demonstre que se r € um nimero racional diferente de zero, entdo l € racional. (71-41)

hip: i & podovad = Jpae2 (h- Jo—/\ 9r?‘@>)@ n -ﬁ%@-bf)/@@ ] (/99 %7‘3—1/)@0

Rassnioly

Exercicio 4.3: Demonstre que, para quaisquer conjuntos A, B, C e D, as seguintes afirmacgdes sdo
v onda sempreverdade(:Dlras @\f naeﬁ/taﬁ’g(} 4035&\8&9)@
e

Rusalids o |6 g) o Sex?A (A\B)C(CmD)ex;!\’ entﬁox_,B ‘Bﬂa(afpﬂa%‘\"jﬁ@ Q—DD xfhvxeB

alo L 3 TA- A —®lxechH

o‘fg)e%neccgéodlsj ntoa(:a\ : xeA ﬁ:fséB@n@’OxeC@bx B

L’T - h QY =T o
coka - 0O e @kﬂe(AﬂC)gB,entﬁox&\B).@\lg(géA/\y,eC=’133Q-l3)——ﬁ xeA=Dxe D

pMbn

A=p b ~o vb-@a iéﬁ\!aceB\\\N(oce‘AnxefB)'::_x{é’A\/xeBS

Rorebr:do-ra
owmda |
——
\> Q&}‘

wo &
o

L2

Ndes h.}i @J
Exercicio 4.4: Sejam X, X, Y;, ¥» subconjuntos de um conjunto U. Suponhaque X, UX, =U e

YinYo=0,que X; cYieque X, C Y. Proveque Xi =Y e Xo =Y. = 4 Y- S
el hinQ) hap€ 2T XX, 46X Vi |[Mas,

r E\/ IGX "‘ﬁxe\/ Bosa WC"‘ 16\“—63(6)( ")/-44' 1
423 ﬁﬂ_r;_\l‘www,wxel P&k@xexuxlm(\iﬁhﬂp@
ol wwsi pDa 275 gD P 1;{\/312(\,{,#\,‘;@ £ Ky, L%,v

No método da contrapositiva, para provar a afirmacao suUpomos que a negacio da tese | *€ X
»
—¢g € verdadeira, e procuramos uma sequéncia de deducdes légicas que termina com a negacdo da

—}li’p_éte\se_—@ Esta sequéncia de passos prova que (=g) — (=p). Como vimos na se¢do 3.3.2, esta

0

afirmacdo é logicamente equivalente a p — ¢, que portanto também estd provada.

Por exemplo, digamos que € necessario provar a afirma¢do, num contexto em que sabemos que 7

< i 2 -

© um Inteiro: pﬂm(a - m e P =D 3 Pe%(fhl =2 p) Cons amce e,
Teorema 4.2: Se n” é par, entdo n é paa yeT. m= 1.3 1 Tuden “e@j;a‘ Wtw‘*", (294 ©

Prova: B - MM »@CD« e MPQM. y/ﬁ% Mm)

Vamos demonstrar a contrapositiva dessa afirmagdo, ou seja, se n é 1mpar, n* é impar. | ——
Suponha que n € impar. Pela defini¢ao de “impar”, existe um inteiro k tal que n = 2k + 1.
Portanto n*> = (2k + 1)* = 4k> + 4k + 1 = 2(2k*> + 2k) + 1 = 2t + 1, onde ¢ é 2k* + 2k. Como

t é um inteiro, 2¢ + 1 é impar. Concluimos que n* é impar.

Fim.

vgliasgio = Ax & neck 45 b Ao g nmlin

Usando a notacdo formal, queremos [provar que P(n*) — P(n), onde P é o predicado “é par”.
Vamos usar o predicado 7 (“é impar®) da definicdo 4.4, supondo ji provado que ela equivale a

defini¢do 4.6: —_OT_ b &:Db ~o | v | b Do CM&-MM:M b
VRN VA B B A T e 1t o
\ - E ™
—F | v V| v N
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Pﬁ«@’\m: é@&{qq-(ﬁef/«'—t(m OL( (Y]l.,l,‘al/\zb’wj./p@/\

Prova: o ) z
1. Suponha —P(n). (Negagdo da tese.) ! JJN\Q/&/ N2 M“()a/\ Do o Pa/\
2. I(n). (Definigio 4.4.) i owpan =D Joe 2 ( m=20+1)
3. FkeZ)n=2k+ 1. (De 2 e definicao 4.6.) (Ylls @‘P"‘Dn: O‘P*D()‘P“L ,) . L(P;_‘_ L{P+ (
4. Tk € Z)n* = 2k +1)*> = 4k*> + 2k + 1 = 2(2k*> + k) + 1. (De 3 e dlgebra.)
5. (Vk € Z)3t € Z) 2k*> + k = t. (Props. da mult. e soma.) - 3(9. PJ} QP> s x
6. AteZ)n*=2t+1.(Dedes.)
7. 1(2). (De 6 ¢ definicio 4.6.) foa ke :(1 p2pez
8. —~P(n%). (De 7 e definicdo 4.4. Negacdo da hipétese.) W Q’)l: 2K~ mlﬂ/»;/‘ﬂw“
9. =P(n) —» =P(n*). (De 1e8.)

p—
=)

. P(n*) = P(n). (Equivaléncia l6gica com 9.)

Fim. 9 eondia- - » g .
\Y['Y\GZ(‘Y\SJ}’J J’A/i‘w = (Y\J'PG") Q—ﬂbw V(N\é%(m danpon =D 2 0 Pd/l)

\+-A/(> W\J/-V/v-()0‘1=0—]4752( ms= 3%+L)\ c~(\3+‘5: (Q%_JD'S-I-";_-.(997,1-0(3%4\)'14_5-’(9%4-[) (113'2*”3-”)“;

Exercicio 4.5: Demonstre que, para todo inteiro 7, se n° + 5 é impar, entio n é par.=2 9 (l’( ;44_3}\) u ’.1( P %nk ')%)4— +g

\t 2K (/=g (og)+ 29" 24+36 Z

i )
g

Exercicio 4.6: Seja n um nimero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Demonstre que ndo existem

inteiros x, y tais que x* +/y2 = n.%w Qfm‘vlm EKG'%@”: y k+3 p/ kS @) = %1’?6 2 21427-: m))
GoFac Pojding : NmeZ E( x4 € 2(93492:(“) %ZKez (m=u k*3 +<>@))

%mi M= 244> =p Coas)) X LYy pon =D m L pon b Y k€2 (m# UK+ e(}/-\-’l) aclgﬂ/h—{wv—bm £ 9o
4.2.3 Método de reducao ao agsurdo 49 3) Sone undonole Grmelidods L S o 3“‘/"”/’1"’“
p=xu% (20  (2het) = g« IR+ tha L= (g ek eh) «1 $ 9 k3 o/ Asdle k€2
O métodé de redugdo ao absurdo (também chamado de prova indireta ou por contradigdo), baseia-
se na equivaléncia l6gica entre a férmula (p — ¢) e a férmula (p A =g) — F, vista na secdo 3.3.2. dualon
Neste método, para provar a afirmag¢do p — ¢, supomos que tanto a hipétese p quanto a negacgio P %
da tese —¢g sdo verdadeiras, e procuramos uma sequéncia de dedugdes logicas que termina com e o
uma contradi¢do (uma afirmacdo com valor 16gico F). Isto prova a afirmacdo (p A 7q) — F, e
portanto também a aﬁrmaggo equivalente a p — q. coduc - {Se\ﬁw

/Q\

Por exemplo, suponha que;hum contexto em que m e n sdo nimeros inteiros, queremos provar a ~o P
afirmacao

I

Teorema 4.3: Se m e n sdo pares, entdo m + n é par
[3) men p m+nép oo uho,?w
Uma prova por contradicao seria: p* NE}A F
i hig. T

h"p@ ﬂ"\ﬂlpwijag‘e%(ﬁ“'—nﬂr) pe\«JﬂJMA&I Aﬂ?"\@ Wv\*m.ﬂ/z‘//\'\»‘l—af\ =D§[p€%(f‘m“h=2p+l)

QX))

g @ wspm =p Ihe2(=20) | yion - Mﬁox\@lpﬂ:\) Wgth-p)= LD Qr*'h—P:V‘)_’DT_’_pM(%

h-0\& Z
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Prova:

Suponha que m e n sdo pares e m + n € impar; vamos mostrar que estas suposicdes levam
a uma contradicao.

Pela definicao de “par”, existem r e s inteiros tais que m = 2r e n = 2s. Pela defini¢ao
de “impar”, existe um inteiro ¢ tal que m + n = 2t + 1. Logo 2r + 2s = 2t + 1, ou seja,
r+s—1t=1/2. Isto é falso pois r + s — ¢t € um inteiro.

Concluimos que, se m e n sdo pares, m + n nao pode ser impar.

Fim.

Em notagao formal, queremos provar que P(m) A P(n) — P(m + n). Usando os predicados P e [
definidos anteriormente, e supondo que as definicdes 4.4 e 4.6 sdo equivalentes, uma demonstragao
por contradi¢do seria:

Prova:

1. Suponha P(m) A P(n). (Hipétese.)

2. Suponha —P(m + n). (Negacao da tese.)

3. P(m). (De 1 por implicacdo légica.)

4. P(n). (De 1 por implicagdo légica.)

5. @r e Zym = 2r. (De 3 e defini¢do 4.3.)

6. (As € Z)n = 2s. (De 4 e definicdo 4.3.)

7. @r,seZ)ym=2rAn=2s.(De5¢e6.)

8. Ar,s€Z)ym+n =2(r+s). (De7 e élgebra.)

9. I(m + n). (De 2 e defnicdo 4.4.)

10. @teZ)ym+n=2t+1.(De9 e defnicao 4.6.)

11. @r,s,teZ)y(m+n=2r+s)A(m+n=2t+1). (De 8 e 10.)
12. (Ar,s,t € Z)2(r+s) =2t + 1. (De 11 e dlgebra.)
13. Ar,s,teZ)r+s—1t=1/2. (De 13 e dlgebra.)

14. (Vr,s,t € Z)Fk € Z)r + s — t = k. (Prop. da soma.)
15. (FkeZ)k=1/2. (De 13 e 14.)

16. 1/2 € Z. (De 15.)

17. F. (De 16 e defini¢ao de Z.)

18. P(m) A Pn) A -Pm+n) - F. (Del,2e17.)

19. P(m) A P(n) — P(m + n). (De 18 e equiv. l6gica.)

Fim.
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T

Exercicio 4{7: Seja n um numero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Escreva uma demonstragio
\ detalhada de 'ndio existem inteiros x, y tais que x> + y* = n.

Exercicio 4.8: Demonstre que a soma de um ndmero racional com um ndmero irracional é um

mmceeh nimero irracional. 3}30\ £ = % o NpcAOo , & 940. 3%0\2 e mogiod. Bon tJfM«o(O’, ; ¥ % o

| Xg R0 £ X7g= 5=b Pg- X =2 ¥ = =_&_£'Bh’ Tovel, 2w ab e
et X 9 3’ Z ,%3, h—_—q)z h_%—__aa, h_q_ £ o0 ,

'bo 2 . . \/—,. . JA*A N@QSIMW,J_L.,Q.Q%M .
o aanda 2 Exercicio 4.9: Demonstre que o nimero V2 é 1rrac/£na1. X ,,E WABnss POKine YA ’*’W"%
R ol gupan |5 105072 =D T, 10 2 (15'+ () =B((5Y- () D ™= 2.9 =D 0 pon
= pipan=pIhe (P 0 (P- B - o . wh> o ¢ WD rpo =D IL PP pIne(g-20)
5 T T p =

! a{& o | Exercicio 4.10: Sejam x, y, z nimeros reais. Den?onstre que pelo menos um deles € maior ou igual D(H-2- 9,1\

Pe‘ a média aritmética dos trés. @ owh, do Suncied 9

—_—

x L,

+yt +y+ an = x4yt LAY+ ’Mlﬂ) QMM@D
%}QL«“'WM'f@,ﬁ:@XJgi% 3( %}) g%:l)aw ((

@ Exercicio 4.11: Demonstre que, se p é um inteiro fmpar, entio a equagio x> + x — p = 0 nio tem

w 0\& solugdo inteira. Q
paocio hipQ p " pew => T heZ (p- 2ha1) | Vo cohoddicior Mo eI 2 (™ +2 =p) =D X+ X = 2hd)

o €er01) o § pow = %+ 5 £ pa- (Abpmdo) | Corw D) % £ iepoe 2 225 fow = X 4% 4 Don (Popde)
) . g -
Exercicio 4.12: Demonstre que, se r € um nimero irracional, entdo % ¢ irracional. UW

4.2.4 Implicacao com tese conjuntiva

Para provar uma conjuncdo de duas afirmacdes p A g, basta provar cada uma das afirmacdes sepa-
radamente.

Em particular, para provar uma implicacdo da forma p — (g A r), podemos observar que ela
equivale logicamente a afirmacdo “(p — g)A(p — r)”. Portanto, basta provar cada uma destas duas
implicacdes separadamente. Se usarmos o método direto para provar cada implica¢dao, supomos
que p é verdadeira; provamos entdo ¢; € provamos em seguida r.

Por exemplo, considere o teorema abaixo:

Te® @ ;
©  Teorema 4.4: Se 6 divide um inteiro n, entdo 2 divide n e 3 divide n. /{'9]'

_» m=2(329)=2p=0 2 duide

Moo ® 6 dinde m =D Fae2 (= 69) =D m-23.9
“® %l > ~—a - 3(&.%;3},\\2:@30{,‘}%@(“
(=Y
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Prova:

Se 6 divide n entdo existe um inteiro k tal que n = 6k. Entdo, n = 2(3k), logo 2 divide n.
Temos também que n = 3(2k), logo 3 divide n. Portanto 2 divide n e 3 divide n.

Fim.

Depois de provar a parte p — ¢, podemos supor que g também € verdadeira, o que pode facilitar a
prova de r. Ou seja, para provar p — (g Ar), podemos provar “p — ¢’ e em seguida “(pAq) — r”.

Essa andlise pode ser estendida para tese com trés ou mais termos, isto €, p — (g1 Aga2 Aq3 -+ - Aqy)

éequivalentea (p = g) A(p = @) A -+ A(p > qp). J//

4.2.5 Implicacao com hipédtese disjuntiva

Suponha que é necessdrio provar uma implicacdo da forma (p V g) — r, onde a hipdtese € uma
disjuncdo de duas afirmagdes. Pode-se verificar que esta implicacio equivale a (p — r) A (g — r).
(Note a troca de ‘v’ por ‘A’.) Portanto, basta provar cada uma destas duas implicacdes separada-
mente.

Assim como na se¢do 4.2.4 podemos estender essa técnica para hipdteses com trés ou mais termos.
Observamos que (p; V po V---V p,) = gequivalea (p;y > @) A(pa = @) A--- A (p, — q) ese
cada uma das implicacdes for provada pelo método direto, a demonstracdo consistird de uma lista
de casos:

e Caso 1: Supomos que p; vale. Provamos g.
e Caso 2: Supomos que p, vale. provamos gq.

e Caso n: Supomos que p, vale. Provamos q.
Note que os casos nao precisam ser mutuamente exclusivos. Por exemplo:

Teorema 4.5: Para quaiquer inteiros m e n, se m for par ou n for par, entdo mn é par.

Prova: %D_) a) ‘[P‘g" 30:75362((“3 OQT) ﬁf) .M = . 9%_ = QQW)’D m\m,vf\om_d__

Sejam m e n inteiros quaisquer. Temos dois casos (ndo exclusivos):

e Caso 1: m € par. Pela defini¢do, existe um inteiro ¢ tal que m = 2q. Nesse caso,
mn = (2g)n = 2(nq), e portanto mn & par.

e Caso 2: n é par. pela defini¢do, existe um inteiro r tal que n = 2r. Nesse caso
mn = m(2r) = 2(mr), e portanto mn € par.

Portanto, se m € par ou n € par, mn € par.
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Fim.

Muitas vezes os casos nao sdo 6bvios no enunciado, e tem que ser intuidos. Por exemplo, considere
este teorema:

\® Teorema 4.60('M§e o numero inteiro n ndo é divisivel por 3, entdo seu quadrado tem resto 1
. . G
X quando divist¥elpor 3.

Prova:

Seja n um inteiro nao divisivel por 3. Podemos escrever n = 3p + r, onde p e r sdo inteiros
e ré 1ou?2. Entio n’> = Bp +r)* = 9p* + 6pr + r*. Note que 9p? + 6pr é um miiltiplo de
\— 3, portanto n=r2, Temos dois casos:
%D
e Caso 1: r = 1, entdo r* = 1, cujo resto na divisdo por 3 é 1.

e Caso 2: r = 2, entdo r> = 4, cujo resto na divisdo por 3 é 1.

Portanto, o resto de n? é 1.

Fim.

Exercicio 4.13: Demonstre que ndo existem soluc¢des inteiras x e y para a equagio x> + 3y> = 8.

Exercicio 4.14: Demonstre que, se x e y sdo nimeros reais, entdo max(x,y) + min(x,y) = x +y

» Exercicio 4.15: Demonstre que o quadrado de um nimero inteiro, ndo divisivel por 5, tem resto 1
s 6oL ou 4 quando dividido por 5.

Exercicio 4.16: Demonstre que o algarismo das unidades do quadrado de qualquer inteiro n € 0, 1,

Exercicio 4.17: Demonstre que o algarismo das unidades da quarta poténcia de qualquer inteiro n
€0,1,50u6.

Exercicio 4.18: Demonstre que, para todo inteiro n, se n nao é divisivel nem por 2 nem por 3,
entdo n’> — 1 é divisivel por 24.

4,5,60u09. e
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4.3 Demonstracoes de afirmacoes “‘se e somente se”’

Outro tipo comum de teorema tem a forma p < g, ou seja, “p vale se e somente se g vale.”

Para demonstrar este tipo de teorema, podemos usar a equivaléncia légica entre as afirmagdes
p e qge(p — q)A(g— p). Ouseja, dividimos a demonstracdo em duas partes: (1) prova que
p — q; (2) prova que ¢ — p. Por exemplo:

©  Teorema 4.7: Os inteiros x e y sio ambos impares se, e somente se, o produto xy é fmpar.

Prova:

Sejam x e y inteiros quaisquer.

e Parte (1): provaremos que, se x € y sdo impares, entdo xy € impar. Se x e y sdo
impares, por definicdo existem inteiros r € s tais que x = 2r+1 ey = 2s+ 1. Portanto
xy=Q2r+1)R2s+1)=2(rs+r+s)+ 1. Como rs + r + s é um inteiro, concluimos
que xy € impar.

e Parte (2): provaremos que, se xy ¢ impar, entdo x e y sdo ambos impares. Ou seja
(pela contrapositiva), que se x € par ou y € par, entdo xy é par. Temos dois casos (nao
exclusivos):

— Caso (a): x é par. Neste caso existe um inteiro r tal que x = 2r. Portanto
xy = (2r)y = 2(ry). Como ry € inteiro, concluimos que xy é par.

— Caso (b): y é par. Entdo existe um inteiro s tal que y = 2s. Portanto xy = x(2s) =
2(xs). Como xs € inteiro, concluimos que xy € par.

Fim.

Observe que neste exemplo usamos o método da contrapositiva na segunda parte. Com essa esco-
lha, que é bastante comum, a prova de p < g passa a ser (1) prova de que p — g; (2) prova de que
(=p) = (=)

Exercicio 4.19: Prove que um nimero inteiro positivo n é impar se, e somente se, Sn + 6 é impar.

Este método pode ser generalizado para afirmacdes com trés ou mais termos, como (p; < pz) A
(p2 © p3) A--- AN(pam1 © pn). Observe que esta afirmacao significa que, no contexto corrente,

todas as afirmacdes pi, p», ..., p, sdo equivalentes. Esta afirmacdo é logicamente equi\(g‘lente a

(p1 = p2) A2 = p3) A== A(Pat = pu) A (pn = p1). Por exemplo: pr;o/oo\b 05

ach@w‘p Teorema 4.8: Para todo inteiro n, as seguintes afirmacdes sdao equivalentes: 1\04—_ 50
S © 1. n € um numero par P4

6’“—7/“

—
—_—

2. n—1 € um nimero impar
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3. n? é um niimero par.

Prova:

Parte (1): vamos provar que se n € par entdo n — 1 é impar. Como n € par, por defini¢do
existe um inteiro r tal que n = 2r. Logo,n—1 =2r—-1=2(r—-1)+ 1. Comor—1¢
inteiro, concluimos que n — 1 é impar.

Parte (2) vamos provar que, se n — 1 é impar, entdo n? é par. Como n — 1 é impar, existe
um inteiro s talque n—1 =2s+ 1. Logon = 2s + 1) + 1 =2(s + 1),e n* = 2(s + 1))? =
2(2(s + 1)%). Como 2(s + 1)? é inteiro, concluimos que n? é par. Portanto n? = 4(k + 1)> =
2(2(k + 1)?) é par.

Parte (3) vamos provar que, se n’ é par, entdo n é par. Esta afirmacdo é verdadeira pelo
teorema 4.2.

Fim.

Exercicio 4.20: Demonstre que as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
1. @Ax)P(x) A (YY) (P(y) = y = x).
2. @Ax)Vy) P(y) &y = x.

3. (A0 P(x) A (¥y)(Y2) (P(y) A PR) = y = X)

Exercicio 4.21: Demonstre que, se x e y sdo nimeros reais, as seguintes afirmagdes sdo equivalen-

tes: ) \

1. x é menor que y. ) \
2. A média aritmética de x e y é maior que x.

3. A média aritmética de x e y € menor que y.

Algumas vezes € possivel demonstrar afirmacdes do tipo p & g sem dividir as duas implicacdes.
Por exemplo, em alguns casos € possivel obter g a partir de p (ou vice-versa) através de uma cadeia
de equivaléncias l6gicas. Essa cadeia entdo € uma prova de que p < q.

Teorema 4.9: Sejam A e B conjuntos. Prove que (A C B) & (ANB=0).

Prova:

A C B éequivalente a (Yx € A) x € B; que é equivalente a (Yx € A) x ¢ B. Esta afirmacio
€ equivalente a (Vx)(x € A) — (x ¢ B), que € equivalente a (Vx), =((x € A) A (x € B)).
Pela definicdo de interseccao, esta afirmacdo equivalea A N B = 0.
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im. \\\\w @9

Exercicio 4.22: Em cada item abaixo, encontre e prove uma condi¢do necessiria e suficiente
sobre dois conjuntos A e B para que a férmula seja verdadeira, qualquer que seja o conjunto X.

® a)AngmB)z(AuX)mB).\ \
b) A\(X\B)=(A\X)\B)| \
&) A0 (\B) {p N8

4.4 Regras para quantificadores universais

&S

4.4.1 Instanciacao universal

No decorrer de uma prova, uma vez que tivermos estabelecido a veracidade de uma afirmacdo do
tipo (Vx € D) P(x), podemos afirmar P(c) para qualquer elemento ¢ do dominio D. Por exemplo,
se tivermos provado que “para todo inteiro x, 2* > x*”, podemos imediatamente concluir que
248 > 4182, Esta regra é chamada de instanciagdo universal.

4.4.2 Generalizacao universal

Por outro lado, se o objetivo € provar uma afirmacao do tipo (Yx € D) P(x), podemos comecar su-
pondo que x € um elemento de D escolhido arbitrariamente, e omitir o quantificador no restante da
prova. Se, com essa suposi¢do, conseguirmos provar a afirmacdo P(x), podemos concluir que o te-
orema original (com o quantificador) € verdadeiro. Este ultimo passo é chamado de generalizacdo
universal ou suspensdo do quantificador universal.

O mesmo método pode ser usado para varios quantificadores universais encaixados. Por exemplo:

Teorema 4.10: Para quaisquer niimeros reais x € y, (x + y)> — (x — y)* = 4xy.

Prova: C

Sejam x e y dois nimeros reais quaisquer.

Pelo teorema do bindmio, temos (x + y)> = x> + 2xy + y*, e (x — y)> = x> — 2xy + ).
Portanto, (x + y)* — (x = y)* = (&> + 2xy + y*) — (x> = 2xy +?) = 4xy.

Fim.

Ao usar este método, deve-se tomar cuidado para usar varidveis que ndo tenham significado ja
definido anteriormente.
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Exercicio 4.23: Prove a seguinte proposi¢ao:

(Vx € Z)(My € Z)(Vk € Z) x + y = Tk © 4x — 3y = T(4k — y)

4.4.3 Demonstracao por vacuidade

Lembramos que, se E € o conjunto vazio, a afirmac¢do (Vx € E) O(x) é verdadeira, qualquer que
seja o predicado Q. Como vimos na se¢do 3.6.4 esta afirmacdo € verdadeira por vacuidade.

Q Exemplo 4.1: Todos os pares primos maiores que dois sdo quadrados perfeitos.

Esta afirmacdo € verdadeira por vacuidade pois ndo existem primos pares maiores que dois.

Uma maneira de provar uma afirmagao da forma (Vx € D) P(x), para um dominio arbitrario D, é
mostrar que ela é equivalente a outra afirmacdo (Vx € E) Q(x), para um certo dominio £ e algum
predicado Q; e entdo mostrar que E € vazio.

Por exemplo, a afirmag¢do (Vx € D) A(x) — B(x)equivalea(Vx € E)B(x)onde E = {x € D : A(x) }.
Portanto, se mostrarmos que A(x) é falsa para todo x em D, a afirmacdo (Vx € D)A(x) — B(x)
estard provada por vacuidade — qualquer que seja o predicado B.

Exemplo 4.2: Para todo niimero inteiro x, se x> = 5 ento x é par.

Esta afirmagio pode ser escrita (Vx € D) Q(x) — P(x) onde D = Z, Q(x) significa “x* = 57, e P(x)
€ “x é par”. Ela € equivalente a “Para todo nimero inteiro x cujo quadrado é 5, x é par”, ou seja
(Vx € E) P(x) onde E € o conjunto dos inteiros cujo quadrado € 5. Como E € vazio, a afirmacao é
verdadeira por vacuidade.

4.5 Regras para quantificadores existenciais

4.5.1 Instanciacao existencial

Uma vez que estabelecemos a veracidade de uma proposi¢ao do tipo (dx € D) P(x), podemos
supor, dali em diante, que a varidvel x € um dos elementos cuja existéncia é afirmada, e portanto
que P(x) é verdadeira. Desse ponto em diante, a varidvel x passa a ser livre (veja se¢do 3.6.10).
Esta regra é chamada de instanciacdo existencial.

Para evitar confusio, a variavel x deve ser distinta de todas as outras variaveis livres criadas em
passos anteriores da demonstragcdo. Se necessario, pode-se trocar a varidvel do quantificador.

4.5.2 Demonstracoes construtivas

Por outro lado, em muitas demonstracdes € necessario provar a existéncia de objetos com uma
propriedade particular, ou seja, sdo da forma (dx € D) P(x). Uma maneira de chegar a essa
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conclusdo € através de uma demonstracdo construtiva, em que se exibe um elemento especifico a
do dominio D (explicitamente, ou através de uma construcao algoritmica) e prova-se que P(a) é
verdadeira, para esse elemento. Por exemplo:

O  Teorema 4.11: Existem trés nimeros inteiros positivos tais que x> + y* = z2.

Prova:

Sejam x = 3,y = 4,ez = 5. Como x*> +y*> = 32 + 4% = 25 = 52 = 72, a afirmaco é
verdadeira.

Fim.

(Trés nameros x, y, z que satisfazem o teorema 4.11 s@o chamados de tripla de inteiros pitagoricos
ou tripla pitagorica. Essas triplas correspondem a tridngulos retdngulos cujos lados t€ém compri-
mentos inteiros.)

Naturalmente, este método pode ser usado como parte de uma demonstracio mais longa. Por
exemplo:

9 Teorema 4.12: Para todo niimero natural n, se 2" — 1 € primo, entdo n € primo.

o N ‘ - ’ ‘
Ao eolra- VAL N OIS - o0 i -3 m=AS /N3EL
Prova:p P'B"I‘ / § = 32 krvw.apm—e, 4P AL
M
Seja n um nimero natural. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, que se n ndo é um Neke g 17
nimero primo, entdo 2" — 1 ndo € primo. Se n = 0 ou n = I, nenhum dos dois € primo, ..y, ,""
e a afirmacdo € trivialmente verdadeira. Suponhamos entdo que n € maior que 1 e ndo é
primo. Por defini¢do, existem inteiros 7 e s maiores que 1 e menores que n tais que n = rs. | ®w X = 2°-1

Vamos agora mostrar que existe um inteiro x que € divisor proprio de 2"—1. Sejax = 2°-1 2 14, =1+ 2%+

ey=1+2°+2%+...+20"Ds Entdo (-5
2 + ot

Xy = (20— (125422 44 207D
= 25(1+25+2% + - +207D9) — (1 425422 4 ... 4 207Ds) x% (1 )04243 +
= (254254427 = (1 +2542% + -+ 207 1)S)

- (N-1)s
= s _ ] 19 >=
= 2"_1. :(2341134235;.“

Uma vez que s é maior que 1 e menor que n, temos que x = 2° — 1 é maior que 2! — 1 =1 4 2”5)_ k\+ 2* +
e menor que 2" — 1. Ou seja, x € um divisor préprio de 2" — 1.

Concluimos portanto 2" — 1 nao € primo.

Fim. __Q AR

Observe na demonstragdo acima, que a existéncia do divisor préprio de 2" — 1 foi provada exibindo
um x e provando que ele tem essa propriedade. Esta regra de inferéncia é também chamada de
generalizacdo existencial.
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Outro exemplo de demonstragdo construtiva é a seguinte afirmacdo, conhecida como teorema do
deserto de primos:

O  Teorema 4.13: Para todo niimero inteiro positivo n, existe uma sequéncia de n nimeros
inteiros consecutivos que nao sao primos.

Prova:

Seja n um inteiro positivo, e seja x = (n + 1)! + 2. Observe que

2 divide x = (n+1)!+2, 4.3)

3 divide x+1 = (n+1)!+3, 4.4)

(4.5)

n+1 divide x+(n—-1) = (m+1D)!'+n+1. (4.6)

Logo todos os inteiros x + i com 0 < i < n s30 ndo primos; e eles formam uma sequéncia
de n inteiros consecutivos.

Fim.

Exercicio 4.24: Existem 100 inteiros consecutivos que ndo sao quadrados perfeitos.

\

Exercicio 4.25: Demonstre que existem dois inteiros positivos consecutivos, tal que um é um cubo
perfeito e o outro € um quadrado perfeito.

4.5.3 Demonstracoes nao construtivas

Em alguns casos, € possivel demonstrar a existéncia de um elemento que satisfaz uma dada
condi¢do mesmo sem exibir explicitamente tal elemento. Uma demonstracao deste tipo € chamada
de demonstracdo ndo construtiva. Por exemplo:

0] Teorema 4.14: Existem dois nlimeros reais irracionais x e y tais que x” € racional.

l@ueca 2 Towes x? \P MWMM\P £ racied . SJ]@a
o - Bo, & raplindy

Sabemos que‘ndmero V2 é irracional. Se (V2 )‘/— for racional, a afirmagdo esta satisfeita
tomando-se x = V2 e y = V2. Por outro lado, se (\/_ )‘/— for irracional, podemos tomar &0 e,(g—/TAOW\g
X = (\/_)‘Fey— V2. Entdo ¥’ = ((\/_)‘/—)‘f = (\/_)‘f‘f = (V2)? = 2 que é racional. 4}3)' o \@ .

Fim.

Prova:

/7

y-\(3 A
A
Do e@
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Observe que esta demonstragdao prova que existem valores de x e y que satisfazem a condicao,
mas deixa em suspenso o valor de x (\/Q ou ( \/5) \E). Para tornar esta demonstragc@o construtiva,
terfamos que determinar se ( V2) V2 ¢ racional ou ndo; mas este € um problema muito dificil.

Outro exemplo classico de demonstracdo ndo construtiva de existéncia é o seguinte teorema,
atribuido a Euclides (360 AC — 295 AC).

o  Teorema 4.15: Existem infinitos nimeros primos.

Prova:

Vamos usar o método da demonstracdo por absurdo. Suponhamos que existem finitos
nimeros primos, a saber 2,3,5,...,p. Sejanointeiro 2xX3x5X%--- X p)+ 1. Comon é
maior que 1, ele tem algum fator primo r. Observe que n ndo € divisivel por 2, 3,5, ..., p,
pois tem resto 1 quando dividido por qualquer desses nimeros. Portanto, r, que € divisor
de n, ndo pode ser nenhum dos primos listados acima. Isso contradiz a suposi¢do de que
essa lista contém todos os primos.

Fim.

4.5.4 Demonstracao de existéncia e unicidade
Lembramos que uma afirmacao do tipo (d!x € D) P(x) equivale logicamente a
((Ax € D) P(x)) A (Vx € D)(Vy € D) (P(x) A P(y)) = x =)

Portanto, uma demonstracdo de existéncia e unicidade pode ser dividida em duas partes:

\ e Existéncia: prova-sefiit) (construtivamente ou ndo) que existe pelo menos um x em D que
satisfaz P(x).

e Unicidade: supde-se que y também é um elemento de D que satisfaz P(y), e prova-se que
ele € igual ao x cuja existéncia foi mostrada na primeira parte.

Q Teorema 4.16: Para todo nimero complexo z diferente de zero, existe um tnico nimero
complexo x tal que zx = 1.

Prova:

Seja z um nimero complexo qualquer, diferente de zero. Por definicdo, existem a e b em
R tais que z = a + bi, onde i é um elemento de C tal que i> = —1.
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Vamos primeiro mostrar que existe pelo menos um x em C tal que zx = 1. Como z é
diferente de zero, pelo menos um dos nimeros a e b é diferente de zero. Isso implica que
a® + b?* é positivo. Seja entdo x = (a — bi)/(a* + b*). Temos que

(a + bi)((a - bi)/(a* + b?))

(a* — abi + abi — b*1?)/(a* + b?)
(@ + b»/(a* + b?)

= 1.

X

Suponha agora que y € um nimero complexo qualquer tal que zy = 1; vamos mostrar que
ele € igual a x. Multiplicando os dois lados da equagdo zy = 1 por x temos (zy)x = x.
Como a multiplicagdo de nimeros complexos € associativa e comutativa, esta afirmacgao
equivale a (zx)y = x. Como zx = 1, concluimos que y = x.

Fim.

Exercicio 4.26: Demonstre que, se m e n sdo inteiros distintos e m — n é par, entao existe um tnico
inteiro r tal que |m — r| = |n — 7|

Exercicio 4.27: Demonstre que, se € um niimero irracional, entdo existe um tnico inteiro » tal
que a distancia entre r e n ¢ menor do que 1/2.

Exercicio 4.28: Prove que para qualquer matriz A 2 X2 de niimeros reais com determinante |a| nao
nulo existe uma tnica matriz B 2 X 2 de nimeros reais tal que

1 0
wem=(10)

4.5.5 Demonstracao de falsidade por contra-exemplo

Demonstracdes de existéncia sdo usadas, em particular, para refutar conjeturas da forma (Vx €
D) P(x); pois a negacdo desta afirmacdo € (dx € D) —P(x). Neste caso dizemos que o elemento
x de D que comprovadamente ndo satisfaz P(x), e que portanto mostra a falsidade da conjetura, é
um contra-exemplo para a mesma.

Considere a seguinte afirmacdo: “Para todo primo #n, o inteiro 2" — 1 é primo.” Esta afirmac¢do nao
é verdadeira, basta ver que o niimero n = 11 é um contra-exemplo, pois P(11) = 2! —1 =2047 =
23 x 89.
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chod

Exercicio 4.29: Demonstre (por meio de contra-exemplos) que as seguintes conjeturas sdo falsas:
2 p) 2 1, -]

a) Todo inteiro positivo € soma dos quadrados de trés inteiros. = Q} =L, 2= Ll. 31 T co‘j;“’"m”‘”\“’b

b) Se n é um nimero inteiro e 4n € par, entdo n é par. o= > J’N(.(;M o Um=4U 312 J'(JW\

¢) O produto de dois nimeros irracionais € um nimero irracional. \1/1\ P '/W],,‘Q'MI ol \E_' ﬁ_\ 9 e@

Exercicio 4.30: Em cada caso abaixo, demonstre (por meio de contra-exemplo) que as duas
proposi¢des ndo sao equivalentes:

a) VxeD)P(x)VQOkx) e ((¥YxeD)P(x)V (¥xeD)QO(x)).

b) (Ax e D)P(x) A Q(x) e ((Ix € D)P(x)) A (dx € D) O(x)).

- 1)
WMo g (0 b - (s ) (o)) o o ﬁwﬂqﬁwﬁ

o\ = PA,NV\—k on7e o

\O = Pb_(w\Jr HYem

(0.b) 7= ((pe.ont ko) P+ ko)) oo
= (e Py + Pu (oTha) onr O, (2o + (AT ) GLen)) Forn
= (. (9 po 1t OBl PrtaT ) * (0.7 ) (T 0) oo
- ((of/ﬂ ) Og"/o m)> /> W
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