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Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos C
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Acreditamos que o leitor ja teve contato com os conceitos basicos da teoria dos conjuntos, como
elemento, unido, intersec¢do, etc.. Nesta se¢cdo vamos revisar esses conceitos.

R

Embora seja possivel desenvolver a teoria de conjuntos de maneira axiomadtica, como foi feito por
Georg Cantor (1845-1918) e Ernest Zermelo (1871-1953), a abordagem informal apresentada é

suficiente para nossos propositos.  § Fe.i, s = colicie qos &dreo e ﬂ,QQ/Vuﬂ‘M

Um conjunto € um conceito primitivo, que informalmente pode ser entendido como uma colecdo
ndo ordenada de entidades distintas, chamadas de elementos do conjunto.
Hido oraenada Ge ENUAACCS distinias ELEMIENIOS

Dizemos que um elemento x pertence a um conjunto A se x € um elemento de A. Denotamos este
fato por x € A. Para denotar que x ndo pertence a A, ou seja, que x ndo € um elemento do conjunto
P — —

A, escrevemos x ¢ A. léﬁ_lﬁc vedD 5¢D

Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que A fem (ou possui) x, € escreve-se A 3 x. A
negacdo desta afirmagdo (A ndo tem ou ndo possui x) € denotada por A # x. Ndo é correto dizer
que A “contém” x, pois este termo € usado em matematica com um sentido bem diferente (veja a
secdo 2.4)

A notagdo x,y,z € A € muito usada como uma abreviagdo de “x€ AeyecAeze A”
—— e ——
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24 CAPITULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS
Votogee § 10 253,00 - §2,1,3)
2.1 Especificando conjuntos S - {ac €A -3l L2]: {‘— 2,710 L)

Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se um conjunto tem poucos elementos,
podemos listd-los, um a um, em qualquer ordem, entre chaves ‘{}’. Por exemplo, o conjunto cujos
elementos sdo os nimeros inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3,5}. Assim, por exemplo, temos
que 3 € {2,3,5}, mas 4 ¢ {2,3,5}.

Outra maneira de especificar um conjunto € através das propriedades de seus elementos. Para tanto,

usamos a notagao { x : P(x)}, onde x é uma varidvel arbitraria e P(x) uma afirmag¢do matematica

que depende do valor de x. Essa notagdo € lida “o conjunto de todos os x tais que P(x)”, Por =
exemplo, outra maneira de definir o conjunto {—4, -3, -2, -1,0, +1,+2, +3, +4} é

{ x : x € um niimero inteiroe —5<x <5} 2.1
(Alguns livros e autores usam o simbolo ‘|” em vez de ‘:” para significar “tais que”.)

Existem alguns conjuntos de niimeros que sao muito usados em matematica, e tem notagdes con-
vencionais bem estabelecidas:

e 0 conjunto dos numeros inteiros Z, (le L < A { T € % :

° oconjuntodosmimerosnaturai@:{x:xEZexZO}, Q_g B 7C\> Q€ xég
7
e 0 conjunto dos niimeros racionais@: { % ca,beZeb+#0 }, e

N\ g D33 Ex%l:l]:z

o conjunto dos niimeros reais R. o
o conjunto dos niimeros complexosx +yi:x,yeR},ondei= V-I. Q 5 \l 3/ ‘5\
(l

Alguns livros e autores, especialmente os mais aﬁtigos, definem os numeros naturais N com ‘>’
em vez de ‘>’; ou seja, consideram que zero ndo € um ndmero natural. Essa escolha possivelmente
se deve ao fato de que, em muitas linguas, a quantia zero € expressa de maneira bem diferente
da usada para nimeros positivos: em vez de “tenho zero bois”, diz-se “ndo tenho bois”. Em latim
nem sequer existia uma palavra para esse nimero, que ndo pode ser escrito em algarismos romanos.
(A palavra tem origem arabe, e foi introduzida na Europa apenas na Idade Média, junto com os
algarismos “ardbicos” inventados na India séculos antes.) Na alfabetizacdo de criangas, o nimero
zero era geralmente ensinado bem depois de 1, 2, 3, etc., como um conceito “avangado”.

Matematicamente, porém, nao ha nada errado com ‘“zero bois” — e criangas podem aprender o

nimero 0 até mais facilmente que o nimero 2. Hoje em dia, a versdo com zero parece ser mais

popular: € a recomendada pela ISO (padrao 80000-2) e, no geral, a mais ttil em computagdo.

1 M gMuitos matematicos até definem N como “o conjunto de todas as cardinalidades de conjuntos
M finitos”, que inclui 0 como 0. ~_y l 55 [

Exercicio 2.1: Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:
1. A={x:erex2—2x+1 SO}.

QM"’KO 2.A:{x:xez,23xs2(9{xéprimo}.

N

3. A={x:x€Rex2—2x=O}.
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2.2. IGUALDADE DE CONJUNTOS 25 Ve
2= 11220 AeY

2.1.1 Definicoes circulares e contraditorias

P
A definicdo de um conjunto pode usar outros conjuntos, como por exemplo “seja X o conjunto
de todos os elementos que estdo no conjunto ¥ mas nio no conjunto Z”’. Porém, deve-se tomar
cuidado para evitar definicdes circulares, que podem nao ter sentido. Um exemplo cléssico € a
definicdo “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a X°. Esta “definicdo” ndo

faz sentido pois diz que um elemento que estd em X ndo estd em X, e Vice—Ve_rs_z_L__p acloum 4o

Este contra-exemplo teve um papel muito importante no desenvolvimento da teoria de conjuntos. PW“""‘WO ole
Ele € conhecido pelo nome Paradoxo de Russel, por ter sido observado pelo matemadtico inglés RM o
Bertrand Russel (1872-1970). Ele € conhecido também como Paradoxo do Barbeiro, pois f01 X o c@;
exemplificado com uma anedota em que o barbeiro de um quartel recebeu a ordem de fazer a barba| /, j

de todos os que ndo fizessem sua propria barba, e apenas esses — deixando o barbeiro na divida

sobre o que ele deveria fazer com a sua. GO'BA P

Por outro lado, ha defini¢des circulares de conjuntos que sao perfeitamente validas. Por exemplo, wj;" *
considere o conjunto de inteiros X que possui o inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui x + 2 e M f”"?""e
x — 2 qualquer que seja o elemento x de X. Pode-se verificar que o Unico conjunto X com estas
propriedades € o conjunto dos inteiros impares. Para entender porque esta defini¢do € vdlida vamos

precisar do conceito de indu¢do matematica, que serd visto no capitulo 5.

h X = { L/ a2 X-20 X 67<}
2.2 Igualdade de conjuntos

acd h=dxfD

— —

Por defini¢do, um conjunto A ¢ igual a um conjunto B se, e somente se, todo elemento de A é
elemento de B, e todo elemento de B é elemento de A. Esta condicdo, denotada por A = B,
significa que A, B sd3o 0 mesmo conjunto.

Dito de outra forma, dois conjuntos A e B sdo diferentes (A # B) se, e somente se, existe um
elemento de A que ndo pertence a B, ou um elemento de B que nao pertence a A.

Observe que, como os conjuntos ndo sao ordenados, o conjunto {1, 2, 3} é igual ao conjunto {3, 2, 1}.

2.3 Conjunto vazio | (DQ d E) g

E possivel definir conjuntos sem elementos. Dizemos que tal conjunto € vazio. Por exemplo,
considere o conjunto A = {x: x€ Re x=x+1}. Todos os conjuntos vazios sao iguais; ou seja
existe um Unico conjunto vazio, que é geralmente denotado por 0.

A’{oCiDCG[KE &=DC+[\ P‘?n

2.4 Relacao de inclusao

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A € um subconjunto de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B. Neste caso, dizemos também que A estd contido em B, ou que B contém.
A. Denotamos esta condicdo por A C Bou B 2 A.

ClA  padn DIB DAY PIB DAY
C C.
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26 CAPITULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS

Se existe um elemento de A que ndo pertence a B, entdo A nao € subconjunto de B, e escrevemos
A ¢ B. De acordo com esta definicdo, todo conjunto estd contido em si proprio e contém o conjunto
vazio; ou seja, A C A e ) C A, para qualquer conjunto A.

Se A € Bmas A # B, dizemos que A € um sub-conjunto proprio de B, que denotamos por A C B
ou B D A. Analogamente, A ¢ B significa que A ndo € um subconjunto proprio de B.

. . - - N - ‘ ? =
25 Cardinalidade :n7-3 %3  icl=u &V
Ix|
Informalmente, dizemos que um conjunto A € finito se ele tem um ndimero finito n € N de ele-
mentos. Este numero é a cardinalidade de A, denotada por |A| ou #A. Observe que |[A| = 0 se e
somente se A = 0.

Dizemos que um conjunto € infinito se ele ndo € finito. Os conjuntos N, Z, Q, e R sao infinitos.

Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listados explicitamente. Informalmente, € co-

mum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo
= - 4D
e N={0,1,2,..} ]/\\“ \ZI

o Z={..,-3,-2,-1,0,+1,42,43,.. ) \(\f\ 'Y !

Entretanto, esta notacdo deve ser evitada pois pode ser ambigua Por exemplo, o que € o conjunto
ov Ny X OR,

{2,3,5,7,.
(BQWM o‘mwaﬂq,qm 01@()4/\00(9’\44 /\ V "’,
ol 9.()Mo\c7@q OM% '
2.6 Operacoes com conjuntos — L7 W P”"jw de N
cofone opride- o1 op2ocs™
Para os proximos conceitos sejam A e B dois conjuntos.
B
2.6.1 Uniao e intersecag, A é

A unido de A e B, denotada por AU B, € o conjunto de todos os elementos que estdo em pelo menos

um dos conjuntos, A ou B.
J H?B:giill'&’sz
c?D=A]Aa7D=A

A interseccdo de A e B, denotada por A N B, € o conjunto de todos os elementos que estdo em
ambos os conjuntos, A e B.

A B
Exemplo 2.2: Se A ={1,2,3} e B=1{2,3,4,5}entaio AN B = {2,3}.

Se AN B = ( dizemos que os conjuntos A e B sdo disjuntos, ou ndo tem interesec¢do, ou ndo se

| AR | BTD: D
c1D=¢

Exemplo 2.1: Se A = {1,2,3}Ee B=1{2,3,4,5}entio AU B ={1,2,3,4,5}.

























































































2.6. OPERACOES COM CONJUNTOS 27

Diz-se também que trés ou mais conjuntos sdo disjuntos dois a dois se todos esses
conjutos sao disjuntos. Por g:gnglo, os conjuntos A = {1,2}, B=1{3,4,5}e C = {6, 7} sdo disjuntos
dois a dois,poisANB=ANC=BNC =0. P_o%o, oS conjuntos% ={1,2},Y=1{2,3}, e
Z = {4, SRngo sdo disjuntos dois a dois, pois X N Y = {2} # (); embora a intersec¢do X N Y N Z dos

trés seja o conjunto Yggq.
fh1y=c

2.6.2 Diferenca, univerS(%), e con\;plemento QYb H '] C = V

ANR={x: xeAXx ¢ 14 =
A diferenca de A e B é o conjunto de todos os elementos de A que nao estdo em B. Este conjunto Q ! Q -

¢ também chamado A menos B, ou o complemento de B em A, e é denotado por A — Bou A \ B. A’ 9 B _C

Em certos casos, € conveniente supor que todos os elementos de todos 0s conjuntos que nos inte-
&\ ressam pertencem a um conjunto universal ou universo, que denotaremos por U. Se’A é o conjunto =

universo %, entdo U \ B é chamado o complemento de B e denotado por 'EKO_U,B:__—p / " u
T Tk Observequese A C BentioAUB =B, ANB=AeBCA.
Cortdo o | Exercicio 2.2: Dé exemplos em que AUB)\B=Ae(AUB)\B#A PJV\WOV‘
ol L s F 1 SANG7P WWW
Exercicio 2.3: Sejam U ={neN:0<n<9},A={1,2,3,4}, B { ' 3X

B={xeR:(x-1)(x-3*=0}eC={neN:néimpar). Calcule:
9 LAUB = |12 3]
(\»94%0\& 2. Aﬂ(BUC).-‘(l,Q,B‘ﬂﬂf‘,'ﬂ= 14,33
GUANAADL . . R
3. C\A. = (mepan e WNA = {13,57,93\ 12 34) = 153,71
4. A cardinalidade de A, de Bede C. |/ =4 1151~ 2 1C1=B po eota o U
5. AUC. = {glslqlgjﬁ’} U",%I";l'-}/q’}: cllslglélqlgla'k

Exercicio 2.4: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer. Encontre uma férmul tepadtica
que relaciona |A|, |B], |A N Ble |A U B. 1Q] + |D| - \HU Bl + \A ﬂBl Q@ o ond |
@ []p/lW'Ov\ rw(ﬂc}ovxoh QW\JMM WA pro, Mofwﬂ AL@n/w»Q,Q,l!', B3

—_—
2.6.3 Diferenca simétrica o [AUR| = A1« (B~ \an P - \A\BL+ LANDI«IBNA

A ATD -
Outra operagao entre conjuntos € a diferenca simétrica, denotada por A @ B ou A A B, que consiste ' 7 C
de todos os elementos que estdo em exatamente em um dos dois conjuntos. Isto €, A 7C=Y
/ N
§Q§ JAsB=@\BUB\A - (1UD)N(AOE) 22 A 1A=
== s / - -
A7R {25

@ fugem Exercicio 2.5: Se A A B = A o que se pode dizer dos conjuntos A e B? [3 4 r\/né,@/

Lo b Se AAB = 4! AUB=AND DA=B

18 adall Edtn{ Se AARCA IR ¢#BCA
Se 8AB-aUB I ANB=4




































































































































28 CAPITULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS

2.6.4 Diagrama de Venn

A figura 2.1 mostra uma representagdo grafica das operagdes de conjuntos:

Z@i@

-
> > >
B
C B
o]
w w w

0
ANB @F%'\WP“‘Q%'
ro-inote da arla 21
\ ~1O
@ 1 @\ 9 Y@
Q|27 | 7
—|l@|24| 9 |~u®
Q@ |2} N \w@
AAB A 1o {‘)
Figura 2.1: Operagdes com conjuntos. \% \9 y

QA
1= aule. Ja Esta representacao grafica para conjuntos é chamada de diagrama de Venn, por ter sido introduzida
CWM pelo matemadtico inglés John Venn (1834-1923).

o W o g
2.6.5 Proprledades das operagoes conjunto i —)@I\N O\QW&’ O oA o st

UI : | A ) A Q
A seguir listaremos algumas propriedades que sdo satisfeitas pelas operagdes com conjuntos.
Moﬁl\@’

e Comutatividade: f A U - faf : Xx€A \’9(16‘3}
A90=%70 aus-BUA F £ eomititine

ANB=BnA —» ONG3={x ceArLe B)

e Associatividade:























































2.6. OPERACOES COM CONJUNTOS

ﬂq.@q-@: AUBUC)=(AUB)UC.
@Q,ﬁ)‘\c AN(BNC)=(ANB)NC.

e Distributividade:
AUBNC)=AUBNAUOQO).
AO(BUC):(Iﬂw_B)U(A‘rLQ).

——

(o) Idempoténcia:

ANA=A.

(—\?_F\:A AUA =A. Sﬁ“‘“’%/?*” ~(avb) = ~asnb AumD -

e Leis de De Morgan: L i aant -

VAW _—_
_InE Q (o) s
A B‘f”f'fi\\\\\\\i\\\‘ 3 N
ANB=AUB. /_\—MD\ N\«

Estas leis levam o nome do matematico inglés Augustus de Morgan (1806—1871), mas eram
conhecidas desde a Antiguidade.

(9 Propriedades do complemento:

X —A. /—b 0 F\ =
AU Z =U. Qu =
ANA=0 —
_ AYZE
U=0 —
- u e

@ Propriedades do conjunto universal: P =
AU =1U. AVU =
ANU = A. ANM =

) Propriedades do conjunto vazio:
AUD=A. AVY-
ANO=0. AN @ -

ovor ol 2 < Exercicio 2.6: Usando diagramas de Venn, verifique que a diferenca simétrica também é uma
AN

operacgdo associativa e comutativa; isto é, que AAB =BAAe(AAB)AC =AA(BAC), para
. . T - . \——-'W
quaiquer conjuntos A, Be C. Comtaivn o6 Tiva

AAR=foc: xe ABVxeBLA} A \ (aaB)ac=E\B)U(@\mAC |
O et QO E- o emdotcrtenod
-BAA @ =(en (v (BA(RUE) LEN (AR V
AAB =(ANB) UB\A:= (B\au (AR = BAA ¢ anbac = .
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Exercicio 2.7: Diagramas de Venn podem ser usados para trés ou mais conjuntos. Um diagrama
de Venn para trés conjuntos A, B e C, por exemplo, precisa dividir o plano em 8 regides, corres-
pondendo a todas as possiveis relacdes (pertence ou ndo pertence) entre um elemento|e esses trés
conjuntos. Desenhe tal diagrama e use-o para mostrar as seguintes férmulas: \

1) A 2) A N =9’
;:m;mi ) @B ) sl | 2
. Uubuyu
c c/ﬁ%
3. AUB)\C. q) %&4\
4. (A\B)U(B\C)U(C\A)':(F\UBUC)\G\(\B(\.C> C

Resals lo
oy, aw.fa,3

Exercicio 2.8: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes identidades:

@AWMM
Aoy Lodoy foro

1. AA\(ANnB)=A\B.

2.Au(BmC):(AUB)n(AUC).JJ> Je ! Q»@\-aéta,\
3. (AUB)}_C:(A\C)U(B\C). ic%M

4. AUB\C)=(AUB)\ (C\A).

dingouay o \/qu‘l”

N
Veoun o

A
Exercicio 2.9: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos quaiquer. Encontre uma férmula matematica
para |A U B U C| em funcdo de |A|, |B, |C|,|ANB|,JANC|,|BNCle|]ANBNC|. /Qié

v oo 2

2.7 Conjuntos de conjuntos

Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos. Por exemplo, o conjunto

- {1,5\] 11@

¢ um conjunto com quatro elementos. Se B € o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de A

lauBUCl = 1aI<IBl«Icl-(AnBi-[ancl-(Bacl+[aneacl AT Je

E: {0,{2,3},{2,4},12, 4,@

574
216 190
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1) /A

(B € A), mas B nao é sub-conjunto de A (B ¢ A). Note que 0 é elemento de A e também
subconjunto de A, enquanto que {2} ndo é nem uma coisa nem outra.

Em particular, o conjunto A = {0} ndo € vazio, pois ele tem um elemento — o conjunto vazio.
Observe que |A| = 1, enquanto que |0| =

2.8 Conjunto poténcia

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado de conjunto poténcia de A, e
denotado por P(A).
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Exemplo 2.3: Se A = {1,2,3} entdo P(A) = {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}. | b o\ (/U ‘X/

&Wﬂ/\'\
Observe que se A = () entdo P(A) = {0}, e se A = {0} entdao P(A) = {0, {0}}.

Se A é um conjunto finito, entdo |P(A)| = 21!, Este fato serd demonstrado no capitulo 5. Por esta
razdo, muitos autores denotam o conjuntoL[)iténcia de A por 24

ow,g; LM,&V"L%',' oo

Exercicio 2.10: Se A é um conjunto qualquer, e B é a unido de todos os elementos de P(A), o que
podemos dizer sobre A ¢ B?

Ex. g}\p((,\\ K 1\07{(\ WU
el |P(au iR

Exercicio 2.11: Se A e B sdo dois conjuntos com o mesmo conjunto poténcia, podemos concluir
que A = B?

2.9 Particao ~

Seja A um conjunto, € P um conjunto cujos elementos sdo sub-conjuntos de A (isto é, P C P(A)).
Dizemos que P € uma particdo de A se os elementos de P sdo nao vazios, disjuntos dois a dois, e
a unido de todos os elementos de P é A. Nesse caso, cada elemento de P é também chamado de
uma parte ou bloco da partigao.

Rowlhert

Potiss Kuinsd
={{1,2,5,6,7},{3},{4,8,10},{9}} u Lo
% A 'MAW

Exemplo 2.4: Se A ={1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, o conjunto

€ uma particdo de A.

Observe que, para qualquer conjunto nao-vazio A, o conjunto {A} é sempre uma particdo de A; as
vezes chamada de particdo t/vial. Além disso, se B é qualquer subconjunto préprio e nio vazio de
A (0 c BC A), entdo o conjunto {B, A \ B} também é uma-particdo de A.

O conjunto vazio tem apenas uma particdo, que € o préprio conjunto vazio (sem nenhuma parte).











































































32

CAPITULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS

reiobiob

We«vm o~

"N ra
anlo, 2

2% oo

Exercicio 2.12: Quais dos conjuntos abaixo sio parti¢does do conjunto Z dos nimeros inteiros?
a) {P,I} onde P ¢ o conjunto dos pares e I é o conjunto dos impares.
b) {Z*,Z7} onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, e Z~ é o conjunto dos inteiros negativos.

¢) {Ro,R1,R,} onde, para i = {0, 1,2}, R; é o conjunto dos inteiros n tais que || tem resto i na
divisdo por 3.

d) {A,B,C} onde A € o conjunto dos inteiros menores que —100, B é o conjunto dos inteiros
com valor absoluto menor ou igual a 100, e C é o conjunto dos inteiros maiores que 100.

e) {Py, P1,Ps,..., Py}, onde P; € o conjunto de todos os inteiros cujo quadrado termina com o
algarismo k. (Por exemplo, Ps = {4,-4,6,-6,14,...}.)

f) {{0}} U{ Py : ke N}, onde Py é o conjunto de todos os inteiros x cujo valor absoluto |x| esta

entre 2X (inclusive) e 2%+ (exclusive).

|

e\
7

°

Exercicio 2.13: Quais dos conjuntos abaixo sdo parti¢des do conjunto R dos ndmeros reais?

a) {R*,{0},R7}, onde R é o conjunto dos nimeros reais positivos € R~ é o conjunto dos
nldmeros reais negativos.

b) {I,Q} onde I € o conjunto dos nimeros irracionais € Q é o conjunto dos nlimeros racionais.

c) {x+n:neZ}:xel0,1)}.

M X

2.10 Produto cartesiano

Indicamos por (a,b) um par ordenado de elementos, no qual a € o primeiro elemento € b é o
segundo elemento. Um par ordenado nao deve ser confundido com um conjunto de dois elementos,
pois a ordem € importante (por exemplo, o par (10,20) é diferente do par (20, 10)) e os dois
elementos podem ser iguais (como por exemplo no par (10, 10)). Dois pares ordenados (a, b) e
(c,d) sdo iguais (sdo 0 mesmo par) se, € somente se,a =ce b =d.

2.10.1 Produto cartesiano de dois conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano, denotado por A X B, € o conjunto de todos os
pares ordenados (a,b) coma € A e b € B. Como 0s pares sdo ordenados, temos que A X B # BX A
(exceto quando A = Bou A =0 ou B = 0).

L]

Exercicio 2.14: Quanto elementos tem o conjunto A X B se o conjunto A tem p elementos, e 0
conjunto B tem g elementos?
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2.10.2 Produto cartesiano de varios conjuntos

Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente énupla, como sendo uma sequéncia finita de m
elementos (xi, Xp, . .., X,,). (Sequéncias finitas sdo definidas formalmente na secdo 8.13.) Observe
que, como em um par ordenado, a ordem dos elementos é importante, e pode haver repeti¢des.
Assim, por exemplo, as (10, 20, 20), (10, 10, 20) e (20, 10, 20) sdo trés €nuplas diferentes.

Uma énupla com dois elementos pode ser considerada um par ordenado, e é geralmente chamada
por esse nome. Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quddrupla, quintupla, séxtupla, séptupla,
Octupla, etc.. Nao hd um nome especial consagrado quando m = 1. Na escrita usam-se também as
notagdes 2-upla, 3-upla, etc., e m-upla quando m € genérico.

Em particular, uma 1-upla € uma sequéncia (a;) com apenas um elemento, as vezes chamada de
sequéncia trivial. Note que a 1-upla (10) ndo é a mesma coisa que o inteiro 10. H4 uma unica
0-upla, a énupla vazia ou sequéncia vazia, denotada por ().

O produto cartesiano de m conjuntos A, A,, ..., A,,, denotado por A; X A, X --- X A,,, € 0 conjunto
das m-uplas (ay,ay,...,a,), coma; € A;parai =1,2,...,m.

2.10.3 Produto cartesiano de conjunto consigo mesmo

Se todos os conjuntos Ay, A,, . . ., A,; s20 0 mesmo conjunto A, o produto cartesiano A; XA, X - -XA,,
€ denotado por A™. Por exemplo, se A = {10, 20, 30}, temos

Al = {(10, 10, 10), (10, 10, 20), (10, 10, 30), (10, 20, 10), ..., (30, 30, 30)}
) P
A° ={(10,10),(10,20), (10, 30), (20, 10),...,(30,30)} 2
Al = {(10), (20), (30)} oho\@(v
A® = {0)

Note que, se A ndo € vazio, A' é diferente de A (embora tenha o0 mesmo nimero de elementos).

R2s0uen

Exercicio 2.15: Quanto elementos tem o conjunto A® se o conjunto A tem n elementos? Se |A3| <
|A|, o que podemos dizer sobre A?

12 )
Exercicio 2.16: Seja A = {20, 30}. Descreva os conjuntos (a) (41!, (b) (A%)!, e (c) (42)". ’\//(f\ ) °

Note também que A°, para qualquer A, é o conjunto {()} cujo tinico elemento é a énupla Vazia,ﬂ
portanto diferente de (), @, e {#}. Em particular, 0° = {()}

O nome “cartesiano” é referéncia ao matematico francés-holandés René Descartes (1596-1650),
chamado Renatus Cartesius em latim, que unificou a dlgebra e a geometria ao usar pares de
numeros reais para representar os pontos de Euclides, e equacdes algébricas para definir cur-
vas como retas e circulos. Nesta abordagem, o plano euclidiano é representado pelo conjunto
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R? = R x R, dito o plano cartesiano; e o espago tridimensional pelo conjunto R* = RX R X R, o
espaco cartesiano. Estas representagdes sao fundamentais para o uso de computadoes em calculos
geométricos, especialmente nas areas de computacao grafica e geometria computacional.

2.11 Intervalos

Em matematica, um inftervalo real ou simplesmente intervalo geralmente significa o conjunto de
todos os ntimeros reais R compreendidos entre dois valores especificos. H4 quatro variagdes prin-
cipais deste conceito:

e (a,b)={x:xeRea<x<b} (intervalo aberto); & %c& fw’(&g@i@/
e [a,b]={x:xeRea < x<b} (intervalo fechado); MVW g

{m o ordim o
e (a,b] ={x:xeRea<x<b} (intervalo fechado a direita), Conedlii— 1)

e [a,b)={x:x€eRea<x<b} (intervalo fechado a esquerda),

onde a e b sdo nimeros reais, 0s extremos, limites ou pontas do intervalo.

Intervalos com as formas acima, com a e b reais, sao ditos limitados. O termo finito também ¢é
usado, embora esses conjuntos em geral tenham infinitos elementos. Sdo usados também inter-
valos semi-infinitos que sao limitados em apenas um lado. A notag@o usa os simbolos —co e +00
para indicar auséncia de limite em cada lado. Estes valores ndo sao elementos de R, mas sao
considerados menor e maior, respectivamente, que todos os nimeros reais:

(—0,a)={x:x€eRex<al, B coloo nslingow,
W
(—,al ={x:xeRex<al, &Q(Z‘MW

s

(a,+0)={x:x€Rea<x}, ol @»751@&,

[a,+0)={x:x€Rea < x},

A notagdo (—oo, +00) entdo seria a mesma coisa que R. Observe que notagcdes como [—oo, a] ou
[a, +0], que implicariam a pertinéncia do elemento —co ou —co ao conjunto, ndo sdo intervalos
reais.

Exercicio 2.17: Adotando as defini¢des acima, explique o significado das notacdes [a, b], (a, b), RMM
[a,b) e (a,b] (1) quando a = b, e (2) quando a > b. )
Cj\lQOV\ IS O{L"QANJQQ@(\_ L 0”‘24- b}

Lag Loy



















































2.11. INTERVALOS

35

Rasshvidlp
%ﬂjwma ~
el po
o, 3

Exercicio 2.18: Suponha que a, b e ¢ sdo niimeros reais tais que a < b e b < ¢. Quando € que as
formulas abaixo produzem um tnico intervalo?
o b e
1. @b)U (h,c). X s om0
o e
2. [a,b]U[b,cl. V  @rferAsenn 1"‘, ¢
3. [a.b)U[b.cl. </ " '
e
4. (a,b)U[b,c]. J W (0‘,(-:(

S 0@D) UGyl K Dpsosmiebpminiocts

LN

Exercicio 2.19: Descreva os conjuntos abaixo da maneira mais simples e explicita que puder:
L L3n@4). = (2 ﬂ

[-1,0]

-4, 2

4.[0,10]U 1, 11]. = | @ A1)

5. (0,00) N (=0, 1). = (&, 1)

h

2. (=0,2)N[-1,0].

t

3. (=0,2)N[-1,3].

6. [-3,01U(0,3]. = 73,3

7. [=3,0] U (0,3].
8. [-3,00U@0,3. = L >IN e
9. [-3,01n[0,3]. = [

10. 3,01 (0,3]. = ¢

1L [-3.00n©.3]. =

12. O3] = (-5, 0] U (5,+-4)

13. —e0,51.= (1 l+=9)

Ao luiole

i
f'N.j@ ~
ko, 3

Exercicio 2.20: Quais dos conjuntos de intervalos abaixo sao parti¢des do conjunto R dos nimeros
reais?

2 (k+1:kez). Vb , napihcied
b) {(kk+1):kezZ) Vi, oMU e
O {kk+1]:keZ) Sim

d) {(—00, 0} U{(k,k+1]:keN} S
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2.11.1 Caixas

O produto cartesiano [10, 20] X [2,4] é um retAngulo no plano cartesiano R?, com lados paralelos
aos eixos das coordenadas. Os pontos (10,2) e (20,4) sdo cantos opostos do mesmo. O produto
cartesiano [10,20] x [2, 4] x [60, 70] é um paralelepipedo no espago cartesiano R?, com todas as
arestas paralelas aos eixos; os pontos (10, 2, 60) e (20, 4, 70) sao dois cantos opostos do mesmo.

Inspirado nestes exemplos, 0 nome caixa é as vezes usado para um subcojunto de R que pode ser
obtido pelo produto cartesiano de m intervalos I; X I, X - - - X I,,,, especialmente quando os intervalos
sdo finitos.

Exercicio 2.21: Descreva precisamente os varios tipos de retdngulo B = I} X I, considerando os
quatro tipos principais de intervalo para I; e I;. Que cantos e que lados estdo incluidos em B, em
cada caso? Suponha que cada intervalo é limitado e ndo vazio, com extremos distintos.

Exercicio 2.22: Seja B a caixa tridimensonal [10, 20] x [2,4] x [60, 70] no R3. Mostre que cada
face, aresta, e canto da caixa é também uma caixa do R3.


















