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Caminhos minimos
em grafos sem custos negativos
e algoritmo de Dijkstra

Vamos continuar abordando o problema de encontrar caminhos minimos
e em grafos sem custos negativos.

Neste problema recebemos como entrada:
e Um grafoG = (V, E),
typedef struct noh Noh;

P@

struct noh {
int rotulo;

int‘custo; <

\

Noh *prox; b (Z “K]&”’E:N
}s

e com custo c(e) >= 0 em cada arestae em E

e e um vértice origem s.

O objetivo é encontrar:
e O valor do caminho minimo de s até cada vérticevemV,
o i.e., adistanciade s av.
——
e Também gostariamos que os caminhos minimos fossem devolvidos.
Algoritmo de Dijkstra

Vamos seguir no estudo do classico algoritmo de Dijkstra para caminhos minimos.

Para relembrar, segue um exemplo de funcionamento do algoritmo:
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No pseudocddigo seguinte, para simplificar, vamos supor que
e todos os vértices do grafo sdo alcangaveis a partir da origem s.
e Se esse nédo for o caso, podemos focar nos vértices alcancaveis
o realizando uma busca inicial a partir de s,
e ou modificar levemente o algoritmo de Dijkstra.
o Quiz1: Como?
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O algoritmo de Dijkstra mantém as seguintes propriedades invariantes
e no inicio de cada iteracédo do laco principal do algoritmo:
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Faremos a prova por indugdao no numero de iteracdes K.

H.l.: As propriedades 1, 2 e 3 do invariante valem no inicio da iteracao k.

Caso base: no inicio da primeira iteracdo
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Passo: Seja k a iteragcdo em que v € inserido em R. Vamos mostrar que
e as propriedades 1, 2 e 3 continuam valendo no inicio da iteracdo k + 1.

O vértice v é inserido por ser o vértice fora de R com menor valor para dist][ ].
e Pela propriedade 3 da H.l. temos que v é o vértice com menor caminho
o cujos vértices intermediarios estdo em R.
e Vamos mostrar que este € um caminho minimo de s até v.

Considere um caminho P qualquer de s até v e seja c(P) o custo de P.
e Em algum momento P tem que cruzar a fronteira entre
o vértices que estdo em R e vértices fora de R.
e Suponha que o primeiro vértice de P fora de R é w, e divida P em
o P1 (parte que vai de s a w) e P2 (parte que vai de w a v).
e Pela propriedade 3 da H.l. temos que, dist[w] € o menor caminho de s até w
o que s6 usa vértices em R. Portanto, oluj( LW:X é C ( !
Como n&o temos arcos de custo negativo, ([ I’ 2> 0
Assim, pela escolha de v como o vértice que minimiza dist[ ],

o temos Qut [v] & dut [ i+ & & e(PY) « c(PY) = c(P)

Mostramos que qualquer caminho de s até v tem custo maior ou igual a dist[v].
e Portanto, a propriedade 1 do invariante vale no inicio da iteracdo k + 1.

Agora vamos mostrar que as propriedades 2 e 3 continuam valendo.
e Para os vértices que ndo sao destino de uma aresta com origem em v
o nadamudae & nopShod 2 /“?/”4 do 1.1
e Vamos considerar um vértice w em V \ R tal que existe aresta (v, w).
o Pela H.l., dist[w] e pred[w] tinham os valores corretos
m considerando os vértices 2. R\ tt“"—&
e Assim, esses valores s6 devem ser alterados se existir

o um caminho de custo menor para w, s M@‘ (L@i v
e Mas, se for esse o caso, durante a iteracéo k

. ‘ e
o o algoritmo faz dui(w]% dt (vt C(1s) P/MR Lol &
e Portanto, dist[w] corresponde ao custo do menor caminho

o cujos vértices intermedidrios estdo em R [ W{’MKQQ&JQ 3>

e e pred|w] aponta para o penultimo vértice nesse caminho ( Prmﬁw\w l)



Cddigo de uma implementacao basica do algoritmo de Dijkstra:
void Dijkstra(Grafo ‘G, int Qgiggy, int *dist, int *pred) {
int i, *R; o
int v, w, custo, tam_R, min_dist;
Noh *p;
// inicializando distdncias e predecessores
for (i =0; i < G->n; i++) {
__INT_MAX__;
_1;

@(QJ dist[i]

pred[i]

}
- dist[origem] =/0;
// 1inicializando conjunto de vértices "resolvidos" R
—R = malloc(G->n * sizeof(int));
for (1 = @; i < G->n; i++)
Qw\_“< R[i] =(0;
—>~ tam R = 0;
// enquanto ndo encontrar o caminho minimo para todo vértice
N\ while (tam_R{< G->n) {
// buscando vértice v em V \ R que minimiza dist[v] = ﬁié;ﬁft;»
min_dist = [ INT_MAX_ ;

for (1 = 0; i <= G->n; i++)
Q§:;> if (R[i] == @ && dist[i] (K min_dist) {
N\ -v = 1i; a
— min_dist = dist[i];
}
// adicionando v a R e atualizando o conjunto R
— R[v] = 1; tam_R++; <—

percorrendo Lista com vizinhos de v
or (p = G->A[v]; p = NULL; p =(p->prox) {

W = p->rotulo;

custo = p->custo;
tualizando as distdncias e predecessores quando for o caso
if (R[w] == © %ﬁ dist[w](> dist[v](+ custo) {
—dist[w]
~ pred[w]

dist[v] + custo;

Vs

~ free(R);



Eficiéncia: O(n * n + m),
e pois o ultimo lago realiza n iteragdes e em cada uma delas
o 0 primeiro lago interno passa por todos os vértices
m para escolher um vértice v,
e totalizando n * n = n2 iteracoes,
o enquanto o segundo lago interno
m passa por todos os arcos do vértice v escolhido.
o Com isso, ao longo do algoritmo, todo arco é visitado uma vez,
m i.e., 0 segundo lago interno itera m vezes no total,
e ja que cada vértice é considerado
o em apenas uma iteracdo do laco externo.
e Note que, como m <= nA2 em grafos sem auto-lacos e arestas multiplas,
o o algoritmo tem eficiéncia O(n"2), <=
m independente do grafo ser denso ou esparso.

Implementacao avancada de Dijkstra e eficiéncia

A eficiéncia do algoritmo de Dijkstra depende fortemente
e da estrutura de dados que usamos para implementar as operacoes
o de escolha do vértice com menor valor de dist[ .
e Como fazemos repetidas operacdes de remog¢do do minimo de um conjunto,
o aescolha natural é utilizar um heap de minimo.

Sendo n o numero de elementos armazenados, um heap de minimo

e suporta as operacdes de remover 0 minimo e de inserir em tempo O(log n).

e Também conseguimos construir um heap em tempo O(n).

e Além disso, é possivel atualizar o valor de elementos no meio do heap

o em tempo O(log n), o que € particularmente relevante nesta aplicacao.
Como implementar essa atualizagdo? Discutiremos isso mais adiante.
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Cadigo do algoritmo de Dijkstra com heap,
e que usa um vetor auxiliar pos_H, que é indexado pelos rétulos dos vértices,
o e armazena a posicao de cada vértice no vetor do heap H.
void DijkstraComHeap(Grafo!G, int origem, int *dist, int *pred) {
int i, *pos_H, v, w, custo, tam_H;

Elem *H, elem_aux;

Noh *p;
C)(ﬂn) // inicializando distdncias e predecessores
for (1 = 0; i < G->n; i++) {
&\\\J dist[i] =(__INT_MAX__ ;
pred[i] = =1;
}

B dist[origem] = 0O;

// criando um min heap em H com vetor de posi¢does pos H
—DH = malloc(G->n * sizeof(Elem));
~ pos_H = malloc(G->n * sizeof(int));

Q}(WO for (i = 0; i < G->n; i++) {
\\\\J - H[i].chave = dist[i]; // chave é a "distdncia" do vértice
4?>H[i].conteudo = 1i; // conteudo é oQEOEUEe do vértice

—8posH)i] = i; // vértice i estd na posicdo i do heap H
’ &
— troca(&HfeY, &Hlorigemy); // coloca origem no inicio do heap H
— troca_pos (&pos_H[@], &pos H[origem]); // atualiza posic¢do
O VQQ%O" tam_H = G->n;

fhale (tam_H > @) { // enquanto ndo visitar todo vértice

vértice v que minimiza dist[v]

==£>tam_H = removeHeap(H, jpos_H, ‘tam_H, &elem_aux);

—_—
_—

v = elem_aux.conteudo;
// percorrendo Lista com vizinhos de v
-»for (p = G->A[v]; p != NULL; p =(p->prox) {
W = p->rotulo;
custo = p->custo;
/A e fatualizando as distdncias e predecessores quando for o caso
if (dist[w]e> dist[v] @custo) {
dist[w]
pred[w]
‘““:n (%lem_aux.chave = dist[w];

elem_aux.conteudo ="w;

dist[v] + custo;

Vs

— atualizaHeap(H, pos_H, elem_aux);éé;z
—



— free(H);
- free(pos_H);

g

Eficiéncia: O((n + m) log n) = O(m log n) se o grafo for conexo,
® pois nesse caso 0 numero de arestas supera o numero de vértices.
e Essa eficiéncia decorre de, em cada iteragdo do algoritmo,
o um vértice ser removido do heap, o que leva tempo O(log n).
Assim, ao longo de toda a execucao as remocdes levam tempo O(n log n).
Além disso, cada arco (v, w) é considerado uma vez,
o quando seu vértice origem v é removido do heap.
e No caso de (v, w) fazer parte de um caminho mais curto para w,
o o valor dist[w] deve ser atualizado no heap, o que custa O(log n).
e No total, ao longo de toda a execucéo, as atualizagdes custam O(m log n).

Para a maior parte dos grafos essa € a melhor versao do algoritmo de Dijkstra,
e ja que ela é quase linear no tamanho do grafo.
e A excecao sdo grafos particularmente densos, com m = e(n/\Z),
o em que a complexidade do algoritmo é O(m log n) = O(nA2 log n).
e Surpreendentemente, nesse caso conseguimos melhorar a eficiéncia
o usando nossa implementacao basica,
e que usa um vetor de tamanho n para armazenar as informacdes dist[ ]
o e tem eficiéncia O(n * n + m) = O(n/2).

Para a versao do algoritmo de Dijkstra com heap funcionar,
e ¢ necessario implementar a fungao atualizaHeap. &
o Para tanto é preciso modificar as funcdes sobeHeap e desceHeap.
e Isso porque, essas funcdes precisam manter atualizada,
o num vetor auxiliar pos_H, a posicao de cada elemento do heap H.

Exemplo de operagdes de um heap de minimo,
e com conteudo dos elementos independente do valor das chaves,
o e atualizando o vetor auxiliar que guarda as posm;oes no heap.

Mo/ picidods B Fuckiys o o do widic@p/ ot
coliide- [ nstide W @@ . @@)
peucon m@haafm H L 51151

@) @ﬁ ‘ B @

113149

@\3.3‘415
@m\i\ ot 101112



Caddigo da estrutura de dados heap com operacao de atualizacéo

typedef
int chave;
int
} Elem;

#tdefine
#tdefine

#tdefine

conteudo;

struct elem {

PAI(i) (i - 1) / 2
FILHO_ESQ(i) (2 * i + 1)
FILHO DIR(i) (2 * i + 2)

— void troca(Elem *a, Elem<*b);

~ void troca_pos(int "*a, int *b);

void sobeHeap(Elem(v[], int pos _v[], int pos_elem v) {

—+int f = pos_elem_v;
while (f > 0(&@ V[PAI(f)].chave > v[f].chave) {
—troca(&v[f], &v[PAI(f)]);
-45troca_pos(&pos_v[&[¥].conteudé], &pos_v[&[PAI(f)].conteudo )

f = PAL(f);
}

int insereHeap(Elem(v[], int pos_v[], intim, Elem'x) {

B vim] = x;

4 pos_v[x.conteudo] =m;

— sobeHeap(v, pos_v, m);

returnm + 1;

@ \ 2 3 U 5
a13]9]2] 11415
£ ¢



void desceHeap(Elem v[], int pos v[], intim, int pos_elem v) {
intip = pos_elem_ v, f;
— while (FILHO_ESQ(p)( < m && (Vv[FILHO_ESQ(p)].chavel < v[p].chave
|| (FILHO DIR(p) < m &% V[FILHO DIR(p)].chave'< v[p].chave))) {
f = FILHO_ESQ(p);
—Bif (FILHO _DIR(p) < m && V[FILHO DIR(p)].chavel< v[f].chave)
f = FILHO_DIR(p);
:T;}oca(&v[p], &v[f]);
- troca_pos(&pos_vty[p].conteudo " &pos_v[}[f].conteudo )
p="f;

int removeHeap(Elem v[], int pos_v[], int m, Elem *px) {
~b6‘p><)= v[e];

— troca(&v[0@], &v[m - 1]);

— troca_pos(&pos_v[v[@].conteudo], &pos v[v[m - 1].conteudo]);

—D desceHeap(v, pos_ v, m, (0);
returnim - 1; L(\W\"l

void atualizaHeap(Elem‘v[], int pos_v[], Elem'x) {
int pos_x_ v = pos_v[%.conteudd];
v[pos_X Vv].chave = x.chave;

—b sobeHeap (v, pos_v, pos X V); Quiz3:

Curiosidade:
e E possivel implementar o algoritmo de Dijkstra com heap
o sem usar a operacao de atualizacao.
m  Quiz4: Como implementar essa versao?
e Dica: Inserir um mesmo vértice v varias vezes no heap.
o Mais especificamente, cada vez que a distancia de v é atualizada.
e Note que, isso ndo compromete o correto funcionamento do algoritmo,
o pois saira primeiro do heap a copia do vértice com menor distancia.
e No entanto, devemos modificar o algoritmo para
o descartar vértices repetidos.



