AED2 - Aula 1818
Arvores de Busca Digital

Nés ja estudamos diversos métodos de ordenacédo. Em particular,
e vimos varios métodos baseados na comparagao entre chaves,
e ¢ outros baseados no valor das chaves dos elementos.

Também ja estudamos arvores de busca cujas operacdes
e s3o baseadas na comparacao entre as chaves de seus elementos.

Agora vamos estudar arvores de busca digital, cujas operacdes
e s3o baseadas no valor de pedacos das chaves dos elementos,
o lembrando aﬁwgrt.
Outros nomes usados para se referir as arvores digitais sdo
e arvore radix, arvore de prefixos e trie,
o embora o ultimo seja usado para um tipo especifico de arvore digital.
e Nesta aula vamos focar nas arvores digitais mais basicas.

A vantagem dessas arvores é que elas combinam
e implementacdo mais simples que das arvores balanceadas de busca,
e com tempo de acesso razoavel no pior caso
o e bastante eficiente na pratica,
e sendo competitivos tanto com arvores balanceadas quanto com hash tables.

As desvantagens envolvem
e UsO excessivo de memoria,
o 0 que pode ser contornado,
e ¢ performance dependente do comprimento das chaves
o e de métodos rapidos para acessar bytes e bits destas,
m como acontece com o radixSort.

Exemplos de aplicac&o sao roteadores e firewalls, que lidam com IPs.

Primeiro vamos estudar as arvores de busca digital binarias mais simples.
e Para tanto, usaremos a seguinte representagcao binaria de caracteres.
e Consideramos que os bits sdo numerados, a partir do 0,
o incrementalmente da esquerda para a direita.

A 00001 B 00010 C 00011
D 00100 E 00101 F 00110 G 00111
H 01000 1 01001 J 01010 K 01011
L 01100 M 01101 N 01110 001111
P 10000 Q 10001 R 10010 S 10011
T 10100 U 10101 V10110 W 10111
X 11000 Y 11001 Z11010
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As operacdes de busca e insercao em arvores de busca digital binarias
e sdo muito parecidas com essas operacdes nas arvores binarias de busca.
e A diferenca € que a escolha do lado para descer na arvore
o nao se da pela comparacao da chave buscada com a chave do nd,
m mas pela analise de um bit da chave buscada.
e No caso, o bit considerado depende do nivel de profundidade na arvore.
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Exemplo de uma arvore de busca digital binaria:
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e Arvores de busca digital bindrias sdo caracterizadas pela propriedade:
o toda chave esta em algum ponto do caminho definido pelos seus bits.
e Exemplo: considere o caminho de&i?nido pela chave M (01101).
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e Para simplificar, nao trataremcon caso de chaves repetidas,
o embora essas possam ser tratadas usando, por exemplo,
m listas encadeadas nos nés, como fazemos em Hash Tables.

Insergdo de M (01101) na arvore anterior: A insergdo de M ocupara
e a primeira posi¢ao vazia ao percorrer seu caminho caracteristico.
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Como os caminhos sdo definidos pelos bits das chaves,
e podemos imaginar a seguinte arvore genérica para chaves de 5 bits,
o em que ? indica que o bit poge serOou 1.
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A seguir, temos o resultado da construgcdo de uma arvore de busca digital binaria,
e pelainsercdo das chaves ASER C HIN G em uma arvore vazia.



Note que a arvore ndo mantém as chaves em ordem, ou seja,
o nao necessariamente chaves a esquerda do né sdo menores que ele
m ou as chaves a direita do né sdo maiores que ele.
Apesar disso, € curioso observar que chaves a esquerda de um né
o sao menores que chaves a direita dele.
Isso porque, toda chave em uma subarvore no nivel k
o tem os mesmo K bits iniciais.
Além disso, chaves a esquerda do no raiz da subarvore tem bitk =0 e
o chaves a direita tem bit k = 1, mas nada sabemos do bit k do né raiz.



Destacamos que, nossas chaves tem comprimento constante de bitsPalavra bits.
e Assim, o numero de elementos armazenados n é 2/ bitsPalavra,
o ja que supomos que nao existem chaves repetidas.

Pior caso para a altura de uma arvore de busca digital binaria:
e A altura maxima da arvore de busca digital binaria é bitsPalavra,
O ou seja, o comprimento da chave em bits.
Isso porque, no caminho de uma chave na arvore
o descemos um nivel da arvore por bit da chave.
e Em geral, isso € muito melhor que o pior caso da arvore binaria de busca,

o que é da ordem do numero de elementos n.
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Em muitas situagdes, a altura da arvore é ainda menor.
e Por exemplo, se as chaves forem aleatérias
o a altura esperada € da ordem de Ig n.
e A deia por tras desse resultado € que, como as chaves sdo aleatorias,
o quando focamos num bit b qualquer, é esperado que
m metade das chaves tenha b = 0 e a outra metade tenha b = 1.

e Assim, a cada nivel que descemos na arvore, esperamos
o dividir por dois 0 numero de chaves na subarvore corrente.

e Note que, como n <= 2/bitsPalavra temos % m £ bmprQW



Remocao em uma arvore de busca digital binaria:
e A principio, as ideias usadas na égore binaria de busca parecem funcionar.
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e |sto é, se 0 n6é é uma folha, basta remové-lo.
o Ex.: remocéo do X (11000).

e Agora, se 0 n6 tem apenas um filho, bastaria
o conectar esse filho ao pai e remover o no.
o EX.: remocé&o incorreta de E (00101).
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e Note que, a remoc¢éo anterior é incorreta, pois o caminho 01 até G
o nao corresponde a um prefixo da representacao binaria 00111 de G.
e Por isso, a arvore resultante ndo € uma arvore de busca digital binaria valida.

Para corrigir a remocao em arvores de busca digital binarias,

e no caso em que o no a ser removido tem algum filho,

o este deve ser substituido por algum de seus descendentes
m que seja uma folha,

o e entdo essa folha deve ser removida.

e Essa operacgao € segura porque todo descendente do n6
o tem uma chave com o mesmo prefixo que a chave dele.

e Ex.: remoc&o correta de E (00101).
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° Note que, o unico caminho alterado foi o de G,
o que encurtou de 001 para 0, sem deixar de ser
m um prefixo da representagéo binaria 00111 de G.
e Portanto, a arvore resultante
o continua sendo uma arvore de busca digital binaria valida.



Cddigos para arvore de busca binaria digital:
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

typedef int Item;
typedef int Chave;

i ole by do ellovx

const int bitsPalavra = 32; ] ;=
# Jdo batr de Jhﬁ}ﬁtér ,
const int bitsDigito =/1; — o #* o &é%jg

const int digitosPalavra =[tzitsPa1avra / bitsDigitcﬂ =32 / dot ;2

const inti@ase =1 <« bitsDigitGﬂ //Zéése = 2AbitsDigi€§l Y
2 2D~ F o
int pegaDigito(int chave, int digito) { GRJ&*Q%. p&Mfmeh por J@?jn

return (int)((chave >>
(bitsDigito * (digitosPalavra - 1 - digito))) & (Base - 1));

typedef struct noh {
Chave chave;
Item conteudo;
struct noh *esq;
struct noh *dir;
} Noh;

Xiypedef Noh *Arvorezg

Noh *buscaR(Arvore(r, Chave chave, int digitog, (Noh **ppai) {

if (r == NULL
( ) 1 My tece-May

returnfr; 0 f
=»if (r->chave == chave) ™
—_— K &%C@‘MQM P L
return r; N4
if (PegaDigito(chave, digito) == 0) { N
€gablgit gl

*ppai = r;
—b return buscaR(r->esq, chave, digito + 1, ai); ah4e®
(/9 g ppai) T
} a
—// pbegaDigito(chave, digito) == 1

*ppai = r; Muca 3.
— B return buscaR(r->dir, chave, digito & 1, ppai);

} R



Noh *novoNoh(Chave chave, Item conteudo) {
:ﬂ-‘

—

Noh *novo;

novo = (Noh *)malloc(sizeof(Noh)); —
novo->chave = chave; —

novo->conteudo = conteudo; —

NULL; —

NULL; —

novo->esq

novo->dir

return novo;

Arvore insereR(Arvore r, Noh *novo, int digito) {

if (r == NULL) . T
f& Adon teys g OB ﬂdlLa

return novo;
if (pegaDigito(nhovo->chave, digito) == 0)

Kaandy — r->esgl= insereR(r->esq, novo, digito+ 1);

2
2 t- else // pegaDigito(novo->chave, digito) == 1
JY, D r->dirf= insereR(r->dir, novo, digito .+ 1);
Y A returngr;
}

Arvore inserir(Arvore r, Chave chave, Item (conteudo) {
Noh *novo = novoNoh(chave, conteudo); -

return insereR(r, novo, 0); w_



// remove alvo e devolve a nova raiz da subdrvore
Arvore removeRaiz(Arvore alvo) {
—_—
Noh *aux = NULL, *pai = NULL;
if (alvo->esq 5= NULL alvo->dir‘ ==WNUER) { // se eh folha

— free(alvo);

é

— return (NULL; oiun— Q)
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// se nao eh folha
aux = alvo;
while (aux->dir {l= NULL.<:>aux—>esq I= NULL) { —

—Ppal = aux;
f (aux->dir (1= NULL) J & G
M
aux->dir; — ~€84 ’€®RL“

aux
else

aux

aux->esq;

}

// aux chegou numa folha
alvo->chave = aux->chave; } 4Lvliﬁj1; OJAmy fﬁh e
alvo->conteudo = aux->conteudo;

~~ if (pai->esq == aux)

D pai->esq (=)removeRaiz(aux); P

else // pai->dir == aux 7::1%;
) pai—>dir(:)removeRaiz(aux);

return @lvo; /; N

Vol N
}
Arvore remover(Arvore r, Chave chave) {
Noh *alvo, *aux,‘fpai = NUﬂI}
alvo = buscaR(r, chave, 0, %231)5
if (AINONE=INUEL) // néo achou é‘)

returni r; g
7€é£2®= removeRaiz(alvo); é/ ‘\t

s ——1

— if (alvo == r) // removeu a raiz da drvore

return Qux;

——

if (pai->esq == alvo)
<E%i—>esq = aux;|

if (pai->dir == alvo)
ifai->dir = auiﬂ

return( r;



Caodigos para arvore de busca digital geral:

#include <stdio.h> ) . ‘
. . bnDighe - 2 —p G l&F
#include <stdlib.h> oo ey [ 1 11

#tinclude <math.h> EkW( :-;Q: q

typedef int Item;
typedef int Chave;

const int bitsPalavra = (32;

const int bitsDigito =/8;

const int digitosPalavra = bitsPalavra / bitsDigito; = Y4

const int Base = 1 << bitsDigito; // Base = 2”bitsDigito = j?’ 256

——

int pegaDigito(int chave, int digito) {

—
return (int)((chave >>
<éitsDigito * (digitosPalavra - 1 - digito))) & (Base - 1));
o bXPigto = §
} bAagid
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typedef struct noh {
Chave chave;

Item conteudo;

struct 60h fﬁ*ilhos; f?@ﬂng -—45[_—'7
. L] -
} Noh; J#,_i—ig———————__J:;<¥

typedef Noh *Arvore;

Noh *buscaR(Arvore r, Chavelchave, int digito, Noh **ppai) {
if (r == NULL) return r; —
if (r->chave == chave) return r; —
*ppai = r;
return buscaR(r—>f11b9§[pegaDigito(chave, digito)], chave,

digito + 1, ppai);
}

Noh *novoNoh(Chave chave, Item conteudo) {
int i;
Noh *novo;
novo = (Noh *)malloc(sizeof(Noh));
novo->chave = chave;
novo->conteudo = conteudo; doce &
novo->filhos = malloc(Base * sizeof(Noh *)); /// “ixe\ ds
for (i = @; i < Base; i++)

novo->filhos[i] = NULL; k “arlyads -1&&QW o

return flovo; og.. NULL

Arvore insereR(Arvore r, Noh *novo, int digito) {
int 1i;
if (r == NULL) return novo; —
i = pegabigito(novo->chave, digito);
r->filhos[i] = insereR(r->filhos[i], novo, digito + 1);
return r; E?

Arvore inserir(Arvore r, Chave chave, Item conteudo) {
Noh *novo = novoNoh(chave, conteudo);

return insereR(r, novo, 90);



// remove alvo e devolve a nova raiz da subdrvore

Arvore removeRaiz(Arvore alvo) {
Noh *aux = NULL, *pai = NULL;
int i, iaux;

Sfor (i = 0;(1 < Base; i++) ~

if (alvo->filhos[i] != NULL) b:ggk;
if (i == Base) { // se eh folha
/ free(alvo->filhos); —

'S wnlfxemu Lo

e Pl

free(alvo); —_ .
return NULL; - 9 | 1 Doy - |

} oo o Uy 1] \\Q

// se nao eh folha

aux = alvo;
while (i < Base) {
// pai = aux; —
_aux = pai->filhos[i]; <
- @ u
| for (i = @; i < Base; i++) ,,minégkc“Lh [
if (aux->filhos[i] != NULL) break;i)
}
// aux chegou numa folha
alvo->chave = aux->chave; f& JA~AQX1IZ$9’ aﬂbﬂ.?en Ouag
alvo->conteudo = aux->conteudo;
pai->filhos[iaux] = removeRaiz(aux);&—

E—
return alvo;

Arvore remover(Arvore r, Chave chave) {

Noh *alvo, *aux, *pai = NULL;

int 1i;
alvo = buscaR(r, chave, 0,(8&pai); —
if (alvo == NULL) // ndo achou —
return r;
aux = removeRaiz(alvo); —
if (alvo == r) // removeu a raiz da drvore
(: return aux;

for (i = 9; i < Base; i++)
if (pai->filhos[i] == alvo) break;)
pai->filhos[i] = aux;g;\

return r;



Cddigos para arvore de busca digital strings:

#include <stdio.h> g_ij-

#include <stdlib.h> cllph,ﬁ L Mm—a

#include <math.h> Qi AL Cannd i
#include <string.h>

typedef int Item;
typedef char byte;
typedef byte *Chave;

const int bitsDigito = 8;

const int Base = 1 << bitsDigito; // Base = 27bitsDigito

typedef struct noh {
Chave chave;
Item conteudo;
struct noh **filhos;

} Noh;

typedef Noh *Arvore;

Noh *buscaR(Arvore r, Chave chave, int digito, Noh **ppai) {

if (r == NULL) return r;

if (strcmp(r->chave, chave) == @) return r;

*ppal = r;

return buscaR(r->filhos[(intjkhave[digito]], chave, digito + 1,
ppai);
}

Noh *novoNoh(Chave chave, Item conteudo) {
int i;
Noh *novo;
novo = (Noh *)malloc(sizeof(Noh));
novo->chave = (char *)malloc((strlen(chave) + 1) *
sizeof(char));
strcpy(novo->chave, chave);
novo->conteudo = conteudo; Vel *
novo->filhos = malloc(Base * sizeof(int));
for (i = 0; i < Base; i++)
novo->filhos[i] = NULL;

return novo;



Arvore insereR(Arvore r, Noh *novo, int digito) {
int i;
if (r == NULL) return novo;
i = (int)(novo->chave[digito]);
r->filhos[i] = insereR(r->filhos[i], novo, digito + 1);

return r;

Arvore inserir(Arvore r, Chave chave, Item conteudo) {
Noh *novo = novoNoh(chave, conteudo);

return insereR(r, novo, 90);

Arvore removeRaiz(Arvore alvo) {
Noh *aux = NULL, *pai = NULL;
int i, iaux;
for (i = @; i < Base; i++)
if (alvo->filhos[i] != NULL) break;
if (i == Base) { // se eh folha
free(alvo->chave);
free(alvo->filhos);
free(alvo);
return NULL;
}
// se nao eh folha
aux = alvo;
while (i < Base) {
pai = aux;
aux = pai->filhos[i];
iaux = 1i;
for (i = @; i < Base; i++)
if (aux->filhos[i] != NULL) break;
}
// aux chegou numa folha
strcpy(alvo->chave, aux->chave);
alvo->conteudo = aux->conteudo;
pai->filhos[iaux] = removeRaiz(aux);

return alvo;

Arvore remover(Arvore r, Chave chave) {



Noh *alvo, *aux, *pai = NULL;
int 1i;
alvo = buscaR(r, chave, 0, &pai);
if (alvo == NULL) return r;
aux = removeRaiz(alvo);
if (alvo == r) return aux;
for (i = @; i < Base; i++)
if (pai->filhos[i] == alvo) break;
pai->filhos[i] = aux;
return r;

}

Eficiéncia de tempo das operagdes: a eficiéncia € proporcional a altura da arvore.
e No pior caso ela é da ordem do numero de digitos da chave,
o i.e., O(digitosPalavra) = O(bitsPalavra(/ bitsDigito).
e Note que, em geral isso € bastante bom, ja que para
o bitsDigito = 1 (Base =@e bitsPalavra = 32, temos
m digitosPalavra = 32 b.,
o Ou ainda, para bitsDigito = 8 (Base e digitosPalavra = 64,
m temos digitosPalavra =64 /8 =8
e [Eficiéncia esperada das operagdes caso as chaves sejam aleatérias
o é proporcional a Iog_Basejﬂo numero de elementos, i.e., O(log n).
e No entanto, quando bitsDigito cresce, Base cresce exponencialmente
o bem como o tamanho dos nés e o consumo de memodria.
e Quiz1: se um ponteiro usa 4 bytes e bitsDigito = 8, quanto ocupa um né?

——

Conclusoes:
e Arvores de busca digital sdo interessantes em muitas aplicacées,
o por combinarem eficiéncia (e balanceamento)
m comparavel a arvores balanceadas, i.e., AVL, rubro negras,
o com implementacdoes muito mais simples.
e No entanto, elas ndo tém algumas propriedades de arvores de busca.
o Por exemplo, elas ndo mantém as chaves em ordem, o que complica
operacdes como sucessor, predecessor, percurso ordenado, etc.
o Curiosamente, as operacdes Mminimo,
m que também estao relacionadas com ordem das chaves,
e podem ser implementadas eficientemente.
o Quiz2: como implementa-las em arvores de busca digital?
e Arvores digitais tem problema ao lidar com chaves de comprimento variavel.
o Quiz3: por que? Dica: pense no caminho caracteristico das chaves.
e Uma curio—_éi’dade, as arvores de busca digital também funcionam
o considerando os digitos dos menos significativos para os mais,
m i.e.,, dadireita para a esquerda.
e Isso pode ser vantajoso se as chaves diferem principalmente nos digitos
menos significativos.

Outros tipos de arvores de busca digital, como Tries e PATRICIA Tries,
e buscam superar algumas dessas limitagoes.



