AED2 - Aula 4512
Ordenacao por partes (radixSort)

Na ultima aula vimos o countingSort,
e cuja ideia central é contar o numero de predecessores de cada chave
o para posicionar corretamente os elementos no vetor ordenado.
e Ele é muito eficiente para ordenar conjuntos de elementos
o cujas chaves sao inteiros pequenos.
e Por inteiros pequenos, queremos dizer valores inteiros entre @ o R-1L
o sendo [ limitado pelo nimero de elementos do conjunto.

Quiz1: Para perceber a limitagcdo do countingSort, considere
e um vetor com 1 milhdo de elementos cujas chaves s&o inteiros de 32 bits.
o Qual a eficiéncia do countingSort neste caso?

Uma alternativa para ordenar conjuntos cujas chaves sao grandes
e ¢ dividi-las em pedacos menores e ordenar por etapas.
o Essa é aideia central dos métodos de ordenacgao radixSort.
e (Chamamos cada um dos pedacos da chave de digito
o e seu tamanho deriva da base (radix) utilizada.
e Assim, os digitos ndo pertencem necessariamente ao conjunto {0, ..., 9}.

Os métodos radixSort também sdo chamados de ordenacao digital, por ordenar
o as chaves digito-a-digito, ou as strings caractere-a-caractere.
e Eles variam de acordo com a ordem em que consideramos os digitos,
o i.e., se vamos dos mais significativos para os menos,
m ou dos menos para os mais significativos.
L ge
—> LSD radixSort < S 7*7:{&@)&@
Digik
Este método é interessante para ordenar um vetor {o” 1] de chaves,
o sendo todas do mesmo comprimento.
e Se as chaves sao strings de caracteres,
o estamos falm coloca-las em ordem lexicografica.
e Ordenamos indo do digito menos significativo até o mais significativo,
o i.e., percorremos cada chave da direita para a esquerda.

<X

loe 1‘11121133\%[

e Em cada etapa ordenamos todo o conjunto, considerando apenas um digito
o e usando um método de ordenacdo estavel. -
m Quiz2: Por que ser estavel é essencial?
e De preferéncia, usamos o countingSort,
o por ser estavel e muito rapido com chw (digitos).
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Primeiro veremos uma versao do LSD radixSort
e que trabalha com vetores de caracteres (strings) de mesmo tamanho,
o sendo cada string uma chave.

Exemplo:
Original 3° Digito 2° Digito 1° Digito

123 123 123 123

KNG - KA KDA FrUJ

FFU REV KD V KDA

KDV - KNG, RFD KV

RFD - = FrJ KNG

KA - RUAY KNG RFD

Observe que na ultima coluna todas as chaves estdo ordenadas.
e Para entender o motivo, considere a penultima coluna e observe que
o seremover dela todos os elementos que ndo comecam com K
m 0s elementos restantes ja estdo em ordem.
e De fato, no inicio da . -ésima etapa deste método
o todas as chaves estdo ordenadas
m com relagdo apenas aos digitos ja considerados,
e i.e.,, com indices maiores que ,L
e (Como a ordenacao utilizada em cada etapa é estavel,
o esta propriedade invariante se mantém
m e propaga para mais um digito a cada nova etapa.

No algoritmo a sequir,
e \\/ é o comprimento, em digitos, de cada chave (string),
e 2. é o universo de valores que cada digito pode assumir. ¥
o Note que, Réo56 ja que cada digito corresponde aumbyte. /! 9 - 196

P bilededs,

Lb%u ¢ bt

Caddigos:
typedef unsigned char byte;

void ordenacaoDigital(byte *v[], int lay int W) {
int *ocorr_pred, digito, valor, i, R = 256;
byte **aux;
ocorr_pred = malloc((R + 1) * sizeof(int));

=Daux = malloc(n * sizeof(byte *));
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=D for (digito =W - 1; digito >= @; digitd-=) {
,~ for (valor = @;

/ O(R)
@; valor <=¢Rj valor++) ocorr_pred[valor] = 0; —
for (1 = 0; i < n; i++) {
valor =(v[i][digito];|
‘

0 ()
| ocorr_pred[valor + 1] += 1; @(Q)
] fpror 2
Demcew | fop (valor = 1; valor <= R; valor++) A Ay e
9 Q@Jw‘t‘”? S ocorr_pred[valor] += ocorr_pred[valor - 13] o Ha QM@SJ
&=
for (i =0; 1 < n; i++) {
/[ yaler =|vii][digito];) O ()
‘ aux[ocorr_pred[valor]] =(v[i];
ocorr_pred[valor|++;
\ \}
|
for (i = 0; i < n; i++) v[i] =
}

aux[i]; ¢= — O(w)
free(ocorr_pred); free(aux); G~
}

Invariante e corretude: No inicio de cada iteragdo do lago externo
e as strings estdo ordenadas com relagao

o aos subvetores (\J‘[i]ld,{ﬂ@—{—&,.\ﬂ”ﬂ}(ﬁ/ 1>, . i

Eficiéncia de tempo: Uma observacao importante para analisar o método radixSort
o € que nenhum digito ¢ verificado mais de uma vez.

e Assim, radixSort € linear no numero total de digitos, i.e.,
o @((P(\—(- R) \;u) sendo™ o numero de chaves,

m (L onumero de valores que cada digito pode assumir, e
m M o0 numero de digitos em cada chave.

e Este método é melhor que ordenagdes O ««)quando R:O(N)e

o W = B‘@% w\), sendo @(“Qj zm) assintoticarrjlz%nte menor que Qﬂ n

s e
Quiz3: Considere ordenar 1 milhdo de elementos com chaves de 5 digitos. ~
e Compare'lg do numero de elementos com o numero de digitos das chaves

R-=2b6
o para decidir se o LSD radix € preferivel ao quickSort, por exemplo.

Eficiéncia de espago: Memaria adicional da ordem de (rm@ , e, Q((n—(— R)
e por conta dos vetores auxiliares do countingSort.

e em nenhuma etapa elementos com a mesma chave serao invertidos,
O

Estabilidade: E estavel, pois como o método que ordena cada digito é estavel,
ja que eles coincidem em todos os digitos.
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Agora veremos uma versao semelhante do LSD radixSort
e que trabalha com vetores de inteiros, sendo cada inteiro uma chave.
e Esta versdao manipula os bits das chaves para obter cada digito.

Caodigos:

const int bitsPalavra = 32;

const int bitsDigito =18;

const int digitosPalavra = bitsPalavra / bitsDigito; <+
const int Base = 1 &&YbitsDigito; // Base = 200 tsSDigLto

int pegaDigito(int chave, int digito) {
return (int)((chave >>
(pitsDigito * (digitosPalavr‘a - 1 - digito )) & (Base - 1));

} #&wﬁuamuwgl@ew

- £ b ighey Pelora = 32 /¢ -
Ao b 326 = [ (| @@ 33 , 4| oh’gﬁ\‘@~0{=i
e I 23

(higTorPotos -4 @) H-1-@ - 2
(bt Dagit(igltmPons - 1 - @ §.2= 16
(C/&-&we >> (bm Dnjf&(@k?jﬁ@m -4 - @0)) = cam > 16
¢ bk

—~—

l 1 (22
Q@ L 2 3

P = L L4 bapDigile = 144 ¥

oo b 3267 = |

BM \@-~ | 1 --@M@-vél
Bgﬂ‘l \g.. | : --@@J.J
(@QM > (bﬁ%jb@i?ﬂfm@m -4 - QU)) &(BM‘”D
e b 3267 = [0 G0 00 of@a)
@ L 2 3
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int pegabDigito2(int chave, int digito) ’{ ﬂﬂ»}* a Kivin
return (int)(chave@——b Aridey 1fvine (D 7 LEMMM
.bitsDigito * (digitosPalavra - 1 - digito)))Base;

) TH e diglod & bl 5 iyl dugods

void LSDradixSort(int v[], int n) {
int digito, valor, 1i;
int *ocorr_pred, *aux;
— ocorr_pred = malloc((Base + 1) * sizeof(int));

— aux = malloc(n * sizeof(int));

—Nfor (digito =EjigitosPalavr‘a - 1; digito >= 0; digitc‘ {
for (valor = 0; valor <= Base; valor++)
( )= O(Bese)
ocorr_pred[valor] = 0;

for (1 =0; i< n; i++) {

—
=

valor -(pegabigito(v[i], digito);

ocorr_pred[valor + 1] += 1;

}

-D// agora ocorr_pred[valor] é o # de ocorréncias de valor - 1
for (valor = 1; valor <= Base; valor++)

( ocorr_pred[valor] += ocorr_pred[valor - 1;;7 . O(B%)
// agora ocorr_pred[valor] é o numero de
// ocorréncias dos predecessores de valor.
// Logo, a sequéncia de elementos iguais a valor
// deve comeg¢ar no indice ocorr_pred[valor].

for (1 =0; i < n; ++i) {

// note a diferenca entre o valor analisado e copiado<¥
—_— -_—
valor = v[i], digit:)’;_—/
aux[ocorr_pred[valor]] = v[i];

ocor‘r'_pr‘ed[valor“ // atualiza o # de predecessores

}

//—] estd em ordem crescente _considerando
raem crescente.

// apenas os digitos entre digito .. digitosPalavra - 1

(For‘ (1 =0; 1< n; i++)
v[i] = aux[i];
}

free(ocorr_pred); —

free(aux); —
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Eficiéncia de tempo:
e Uma observacéo importante para analisar os método radixSort é que
o cada digito é verificado um numero constante de vezes.
° ASSIm radixSort € Ilnear no numerq de digitos, i.e.,
Ol(m+ E)ou éjgﬁ@,?am , sendo I o numero de chaves;
(Ba-u o numero de valores que cada digito pode assumir;
m Note que, sendo bitsDigito o numero de bits de cada digito,
( e Base= lbﬂa@ﬁﬂe-
o @?,jje;@m o;u]me*ded/l'giio’ggm cada chave.
m Note que, sendo bitsPalavra o numero de bits por chave,

e digitosPalavra = b@?aﬁﬂ‘«r\a/bﬁvﬂ

Se os digitos forem (pequenos e as chaves grandes
o acomplexidade de tempo pode superar m%‘\n assintoticamente.
je Jaseos dlgltos forem grandes em relagéo as chaves
o a eficiéncia tende a O((Y\)
e Porexemplo, tomen= | bwU»ﬁl@ = {o!
o Se bitsDigito = | (Base=12'= 9 )e bitsPaIavra = 64
= temos digitosPalavra= 64 /1 =
e que é maior que (-, /07 2 ,Qdoyl 230
Se bitsDigito = | € (Base = g"c =15 53 6) e bitsPalavra= 3 9.
m temos digitosPalavra= >2/ 16 = 9

e que é muito menor que Qg 0% 3o

Quiz4: Para perceber a vantagem do radixSort, considere um vetor
e com 1 milhdo de elementos cujas chaves s&o inteiros de 32 bits.
o Qual a eficiéncia do radixSort com digito de 8 bits?

Eficiéncia de espago: Memoria adicional da ordem de((n + BW)
o ie, O(on+ Base)
e por conta dos vetores auxiliares do countingSort.

Observacao: Notem que, quando o tamanho dos digitos cresce,
o a Base cresce exponencialmente,
e 0 que significa maior consumo de tempo e de espaco.

Estabilidade: E estavel, pois como o método que ordena cada digito é estavel,
e em nenhuma etapa elementos com a mesma chave serao invertidos,
o jaque eles coincidem em todos os digitos.
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MSD radixSort -
K SJ?»M‘FJQJQ.N? ‘PA}I
Neste método vamos ordenar o conjunto
) iﬂdi do digito mais significativo até o'menos significativo,
o i.e., percorremos cada chave da esquerda para a direita.

—

Rarve | 1L 22 | 33 L'“Iﬂ
e Em cada etapa podemos usar uma variante do algoritmo da separacao,
o que estudamos junto do quickSort.
e Esta variante s6 considera o digito corrente
o e divide o conjunto em &4 subconjuntos,
m sendo Dest o niimero de possibilidades de valor de um digito.
e Este método pode lidar com chaves de comprimentos variados, -

o e nem sempre precisaavaliar todos os digitos de todas as chaves,
m O que pode melhorar sua eficiéncia.

FFuU
KD A

KDV
NG
RrED

Vamos focar em um caso particular, e mais simples, do MSD radixSort em que
e 0 digito tem tamanho L , € Base = 9t - 9., chamado debinary quickSort.
e Segue um exemplo de separacdo que coloca elementos com
o digito 0 a esquerda e digito 1 a direita.

D A-é'r‘ ki
1]
o\ﬂbo.._g@\T @l .. 1

1.
3{7\@&

A seguir temos uma implementacao do binary quickSort.

2
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Caodigos:

const int bitsPalavra = 32; B

const int bitsDigito =(1; & & C«Gﬂ?ﬁ‘ = A"Lg»"ﬂ As @“Q‘Qﬂ o/ 24 el
const int digitosPalavra = bitsPalavra / bitsDigito;

const int Base = 1 << bitsDigito;

void quickSortBin(int v[], int esq, int dir, int digito) {

int i(= esq, ji= dir;

\

Ceds bose — if (dir k= esq || digito(> digitosPalavra) return; )
~ T

) /
hile (§ > 1) {
@.% Cd ~ while (pegaDigito(v[i], digito) =={@ && i < j) di++;
AJﬁQMQﬁe -~ while (pegaDigito(v[j], digito) ==f1)8& j > i) G- s ‘;r I@) o

troca(&v[i], &v[jl);

}

R if (peganigito(v[éét], digito) == 0) j++;<&
MLP*\— quickSortBin(v, esq, (j - 1, digito(+ 1);
___ quickSortBin(v, (j, dir, digito(® 1);

(o}
24.@}
— void MSDradixSort(int v[], intfn) {quickSortBin(v, @, n - 1,40);}

Eficiéncia de tempo: Uma observacao importante para analisar os método radixSort
o & que nenhum digito ¢ verificado mais que um # constante de vezes.
e Assim, no pior caso radixSort € linear no numero de digitos, i.e.,

o O(m , Q{i)ftsl@aﬂwa) =0(w- b @»Mno caso do binary quickSort.

Eficiéncia de espaco: Memoria adicional da ordem de oL'jF[es @w@m = M pg/Qgﬂac
e por conta da profundidade maxima da pilha de recursao.

Estabilidade: Nao ¢é estavel, por conta das trocas da separagéo.
Quiz5: Note que, essa implementacéo trata chaves com comprimentos variados,

o desde que nao existam chaves repetidas. Por que?
e Dica: analise as condi¢des do caso base.

Quiz6: Como seria uma versao deste algoritmo com bitsDigito > 1?
e Dica: solugao para separacao inspirada
o na contagem de predecessores do countingSort.
e Por conta disso, um termo/R = Base surge na eficiéncia do algoritmo.
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