AED2 - Aula 1208
Problemas da selecao e da contagem de inversoes

Uma das ideias centrais em algoritmos é que
e abordagens usadas para resolver um problema
o podem ser aplicadas/adaptadas para problemas diferentes:

Nesta aula veremos como usar o que aprendemos
e a0 estudar algoritmos eficientes para o problema da ordenacao
o para projetar algoritmos para dois problemas relacionados.

Problema da selecao

Definicdes:
e Alordem de um elemento € uma medida da grandeza dele
o em relacdo aos seus pares.
e Assim, se a ordem de um elemento é ¥
o entdo existem X elementos de valor menor que o dele. é
e No problema da selegéo, dado um vetor 4] de tamanho )\
o eum inteiro K ¢ [Ol'y\), queremos o valor do elemento de ordem l/\

Exempilos:

° v=3251 e k = 3. Elemento de ordem 3 é 4

e v=123@5ek=23. Elemento de ordem 3 é 4

o V= 5\@3 21 ek = 3. Elemento de ordem 3 é 4

o °=50 4 30 20 JQ o k-o. R@P.:H
A resposta ndo muda nas diferentes permutacdes,

e pois a ordem de um elemento depende da comparacao

o de seu valor com os demais elementos,
e e nao de sua posi¢cao no vetor.

Curiosidades:
e Na permutacdo’ordenada do vetor s £© L l]
o o elemento de ordem Y ocupa a l-ésima posicao.
e Note que, podemos definir ordem comegando em @ ouem |
o Escolhi usar comecar em & , para combinar com nossos vetores.
e Assim, se - estiver for ordenado
o 0 elemento de ordem l/( ocupa a posicao V° Y_Kl
e Perceba que o problema do minimo e do maximo
o s&o casos particulares do problema da sele¢ao.
“‘H> m  Minimo corresponde ao elemento de ordem g
m Méaximo corresponde ao elemento de ordem m- |
e O problema da selecao é trivial se ¢/~ estiver ordenado,
o ou se ordenarmos ele.
m Qual seria a eficiéncia dessa abordagem? O(m L Wl)
e Sera que conseguimos resolver o problema sem usar esta abordagem?
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Em’AED1, vimos um algoritmo baseado na ideia do selectionSort,
e com eficiéncia O ( m y\)

\/ n- L ;ﬁwm, K \re;}_ﬁ, & JQQC/@
J de 1dsclio. Sod

Também vimos um algoritmo baseado na ideia do heapSort,

e com eficiéncia O((ﬂ\'l’\) ng £ Q’\)
J

9 fvv\—lrv‘n”v\ w-L

M‘\ noye H&% \@qo‘l‘«j@‘\

Vamos tentar obter um algoritmo mais eficiente para este problema,
e nos inspirando no quickSort ou, mais especificamente,
o no algoritmo para o problema da separacao.

Relembrando, no problema da separagédo temos vetor \J-com limites P e %{,
o i.e., os elementos estao no subvetor A~ [ P Qlt:(
o e recebemos um pivd C, que pertencea o ﬁ_p gl_’_(
e O objetivo é separar os elementos do vetor de modo que
o o prefixo deste tenha os elementos 4 C
o e o sufixo tenha os elementos > &

Ot AN \C\ >/|

P

P X b

e Isto é, & deve terminar na posicdo  tal que
wlp- -4 e = vl 2 v LA n]
e Note que, C. termina na posicao que ele deve ocupar no vetor ordenado,
o ouseja,aordemde G é
e Além disso, todo elemento com ordem mienor que 1 estaem = [ O - 4~ L)
o e todo elemento com ordem maior que . esta em - et .. yf&
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Por isso, podemos projetar um algoritmo para o problema da selecdo,
e que comeca separando o vetor ao redor de um pivé,
o e entdo decide em qual subvetor continuar a busca pelo k-ésimo.

int selecao3(int(v[], int p, int r, int(k) {

int j; ?/_éi—/—ﬂ

j = separ‘a(v, p) P); (\Y éc \O\ >G
if (k==13)  — adon N N
I° +*

return ¥[J1];
if (k < J)
return selecao3(v, p, j - 1,(k); — bumce ms L° fulbv

—_—

return selecao3(v, j + 1, r, k); —_ b.uce g L% dad

Note que, ndo é necessario ajustar a ordem do elemento buscado
e mesmo quando ele esta no segundo subvetor, pois
o arotina separa considera a posi¢cao do elemento no vetor original.
onsiaere

Eficiéncia de tempo: O(mg') no pior caso.

e W sk bl ol
a

| — @ L
\‘—’”é/[ | | W -1

d h 1 L=

e Note que, o trabalho por nivel é proporcional
o ao tamanho do subproblema. )ﬂ
e Por isso, o trabalho total é proporcional a

L
n-+ @’U""@"\'l){'..-‘f’ QL+ | = (Y)’fl.)m A %,
L 593

Eficiéncia de espaco: O(m)espago adicional,
e por conta da altura da pilha de recurséo.
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Para evitar esse pior caso, precisamos de bons pivos.
e Assim como no caso do quickSort,

o usamos aleatoriedade para conseguir bons pivés, em média.

int selecao4(int v[], int p, int r, int k) {
int desl, j;
desl =
£ 1);
== troca(&v[p + desl], &v[r]);

j = separa(v, p, r); — 0O(n-9)
P
if ( ) o

(int)(((double)f@nd() / (RAND_MAX + 1)) * (double)(r - p)_‘
-~

return v[j];
if (k < Jj)

return selecao4(v, p, j - 1, k); — (S

return selecao4(v, j + 1, r, k); —. 9. °

}
Eficiéncia de tempo esperado: O(fy[_)
l | @ L n = /8
&
0 | L L m/9 > Wy}
\ﬁ 9 | n/y = m (2%

(

Yl ‘.’) ’ﬂgm L M/g\h :'L

e Note que, o trabalho por nivel é proporcional

o ao tamanho do subproblema. %
e Por isso, o trabalho total é proporcional a h
= - \ (\/)
At M/g+Nye.. L Qo 17 - =D h [2
e Claro que nem todo piv6 dividira o vetor exatamente ao meio,

o mas, em média, a cada dois pivds, um sera bom,

m  mantendo o resultado a menos de uma constante. E\

I/ I
Eficiéncia de espaco esperado: O(ﬂg n-) espaco adicional, !
e por conta da altura da pilha de recurséo.
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Observe que, o algoritmo recursivo anterior apresenta recursao caudal,
—
e 0 que nos permite transforma-lo em um algoritmo iterativo.
int selecao5(int v[], int p, int r, int k) {

while (1) {
int desl = (int)(((double)rand() / (RAND_MAX + 1)) *
(double)(r - p + 1));
Q@%i\- troca(&v[p + desl], &v[r]); s
int j = separa(v, p, r); —
if (k == j) return v[j]; —> s~colisd p_n
if(k(j)r‘=j-1;—-»MQD‘“MMJ}LJ'W \ l

else p=3+1;, — b 2° & il

/ 112
e Eficiéncia de tempo esperado: (O(n- p)- 0O (J(L)
e Eficiéncia de espaco: O(l) espaco adicional,
o ja que o numero de variaveis auxiliares independe da entrada.

Podemos refinar esta versao iterativa,
e colocando a condi¢do de parada no de El Q'P\*ﬁﬂ ()
o e removendo os limites do vetor dos parametros.
int selecao6(int v[], int(n, int k) {

int p = 0; —
intr=n-1; —
do
int desl = (int)(((double)rand() / (RAND_MAX + 1)) *)
(double)(r - p + 1));
troca(&v[p + desl], &v[r]); —
int j = separa(v, p, r); — .
if (k<j)r=73-1; —

else p=73+1; 9.°
i |= i P
} while (If 1= j); 6 —o p 0 4~ -4
return V[?j]; vV Z | /\T—\
} L/~\/\/
e Invariantes e corretude: }’\?

0 fQ. . p-]J4 r(p.a] Lo (At m-y]

o Depois do separa( ), f\TIJ']corresponde ao 3, -€simo menor elemento.
e Eficiéncia de tempo esperado: Q(m)
e Eficiéncia de espaco: O(i)espago adicional,

o jaque o numero de variaveis auxiliares independe da entrada.

Quiz1: Todas as nossas adaptacdes de algoritmos para selecao sédo de algoritmos
e que colocam alguns elementos em suas posicoes definitivas,

o muito antes do vetor todo estar ordenado. Sera coincidéncia?
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Problema da Contagem de Inversoes

Definicao: . _
e Uma jnversdo é um par de elementos (\m]eﬂfg] tal que 4 & & % A~ [47 > (\m—a]
e Dado um vetor (]~ de tamanho (| , quantas inversdes existem em " ?

Exemplos: A |
e v=32541 ﬂ(
o 3estainvertidocom 1 | W )

~>

2 estéa invertido com L

5 estéd invertido com 4 2 |

4 esta invertido com |

o Totaldeinversdes= 9+ |+ ) +| = G

o O O

e v=12345
o Total de inversdes = &)
e v=54321

o 5 estédinvertidocom 4,3, 241

4 esta invertido com 3,2 4 1

3 esta invertido com 2 4 1

2 esta invertidocom L

Total de inversdes = (| + 5+ 2+ | = {0

o O O O

Curiosidades: Ntimero minimo de inversées = @
o que ocorre quando o vetor esta em ordem crescente.
e NuUmero maximo de inversées = Cg) - Cg =M @Q{_
o O valor ((g) =C ;‘_ corresponde a todo par ser uma inversao,
m € ocorre quando o vetor esta em ordem decrescente.
e Assim, podemos pensar no numero de inversdes
o como uma medida da desordem dos elementos de um vetor.

Em AED1, vimos um algoritmo baseado na ideia do insertionSort,
e com eficiéncia O(mgﬂ no pior caso.

O
QLN

A 1] —
ekt (D) | |
T GrEedeed

e Também vimos um algoritmo baseado na ideia do bubbleSort,
—_——
o que conta+1 cada vez que desfaz uma inversao.
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Vamos tentar obter um algoritmo mais eficiente para este problema,
e nos inspirando no mergeSort e, em particular, na rotina de intercalacéo.
p s g g jo n
' | (
(> vyl) wmiza) )|
{\__)

—

tinsigned Long Long intercalaContando(int v[], int p, int q, int r) {
/
int i, j, kR, tam;

unsigned lLong long Aum_inv = O;

—-1i=p;
-J =4q;
\k:@;

tam = r - p;
P int *w = malloc(tam * sizeof(int));
while (L < g &&(j < pr) {
if (v[i] <= v[j])
WlR++] = v[i++]; e
else {
wlR++] = v[j++];
num_inv +=(q - 1; 4%=

}
}
while (i < q) w[kR++] = v[i++]; ~
while (§ < r) wk++] = v[j++]; <

for (R = 6; kR < tam; kR++)
( vip + k] = w[k];
— free(w);

return gaum_invy ;

}

Invariante e corretude: . .
o L¥Y@.. k- ﬂ ordenado e possui os elementos de LP - dA- ﬂ A «/‘2@{_ .- 6" ﬂ
e num_inv = numero de inversdes envolvendo

o elementosde '[q 4. elementosde ;& {O.. 9 -|
Iy-4% CiP

Eficiéncia de tempo: O( - P) > O (Ho-)
Eficiéncia de espago:O(D~ p)espago adicional, por conta do vetor auxiliar:
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Usando essa variante da rotina de intercalacao
e que devolve o numero de inversdes que ela desfez ao intercalar,
o podemos projetar uma variante do mergeSort,
m que conta o numero de inversdes enquanto ordena o vetor.

unsigned lLong long contarInversoesR(int v[], int p, int r) { ..

. (xu\
int m;

> n-y
unsigned long long ‘num_iny = O; P P—o//
v (o0 | T 0B <

—if (r -p>1){ \>‘/tm—1‘m N/ G

-m=(p+r)/ 2; (A
num_inv [#= ) contarInversoesR(v, p, m); — prdie. « ooy 1% g fnde (1)
num_inv &=) contarInversoesR(v, m, r); — &ulgar 2 eles 1% g huadke (ix)
num_1inv += 1intercalaContando(v, p, m, r);
- \ =
return num_inv; £ 6oy Loy
} Airaoli kg (Ja‘x]

e Eficiéncia de tempo: O ((1-p) 2 (ﬂ~f>))

e Eficiéncia de espaco: Q,(;L—p) espaco adicional.

Quiz2: Por que, ao analisar o espaco adicional necessario,
® n3 i a0?
nao estou preocupado com o tamanho da pilha de recursa

unsigned long long contarInversoes3(int v[], int n) {
return contarInversoesR(v, 0, (n);
}
e Eficiéncia de tempo: O(Wl 0’1)
e Eficiéncia de espaco: O(fvn) espaco adicional.

Quiz3: Todas as nossas adaptacdes de algoritmos para contagem de inversdes
e s3o de algoritmos de ordenacao estavel. Sera coincidéncia?
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