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Abordagens para Problemas NP-Dificeis

Se P # NP, entdo n3o podemos ter algoritmos para problemas NP-Dificeis
que, simultaneamente,

@ encontrem solugdes 6timas
© em tempo polinomial
© para qualquer entrada.
Nos resta ndo exigir todas essas propriedades do mesmo algoritmo!

Algumas abordagens possiveis sao
@ métodos exatos
@ heuristicas e metaheuristicas

@ algoritmos de aproximacao

@ parametrizacdo e casos particulares
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Problema da Mochila

Mochila Binaria

Entrada: conjunto de n itens, cada item / tem peso w; e valor v;, e
capacidade W da mochila.

Solucdes vidveis: conjuntos de itens S C {1,...,n} com ) . _cw; < W.

Funcao objetivo: soma dos valores dos itens em S.

Objetivo: encontrar uma solu¢do de valor maximo.
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Heuristica construtiva para a Mochila

1: fungdo MoCHILAGULOSO(n, w, v, W)

Vi Vo Vi
2: ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > —
w1 wW? Wh
q+1
3: seja g um inteiro tal que g w; < We E w; > W
i=1 i=1
4: devolve vi + v, + ... + v,
O que acontece no seguinte cendrio?
~ ordem fracdo espaco livre = B
W=B razao 7 pas

w=B w=B 2=
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Algoritmo de aproximag¢ao para a Mochila

1. funcdo MoCHILAAPROX(n, w, v, W)

. . %1 Vo Vv, +
2: ordene e renomeie os itens para que — > — > ... > - /
w1 Wy Whn )

3: seja g um inteiro tal que >.7  w; < W e ?;Lll w;, > W

4: devolve max{vy + vo + ... + vy, Vgi1}
e I e~
Anilise:

406 = mox {vie. 0Ty Uyl
?(‘Vt* Uyt Uo7 OPT e/
Z 3 OPT/,

W\naﬂ, 1 ,‘.

De onde vemos que esse algoritmo é uma %—aproximac,:éo.
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Algoritmos de aproximag¢ao
Relaxando a restricdo de exigir solugdes 6timas, com um detalhe.

Geram solugdes vidveis em tempo polinomial e dao garantia no custo da
solucao gerada com relagao ao custo da solucao 6tima.

Seja A um algoritmo polinomial para um problema de minimizagdo, A(/) o
custo da solugdo de A para a entrada | e OPT (/) o custo da solugdo étima.

A é uma a-aproximacao se, para toda instancia /,

Se o problema for de maximizacio, temos a definicdo
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Problema do Caixeiro Viajante

Caixeiro Viajante (TSP)

Entrada: G = (V, E) e fungdo w de peso nas arestas.
Solugoes viaveis: circuitos hamiltonianos de G.

Funcao objetivo: soma dos pesos das arestas do circuito.

Objetivo: encontrar um circuito de menor custo.

N3o é possivel obter uma aproximacdo constante para o TSP, por isso
vamos focar no caso métrico deste problema.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico
Se um grafo G = (V, E) com peso w nas arestas é métrico
@ entao ele é completo e para todo trio u, v,x € V temos que
w(uv) < w(ux) 4+ w(xv)

O TSP Métrico é o TSP onde o grafo de entrada é métrico.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Um atalho (short-cut) é a substituicdo de um caminho entre vértices u e v,
(u,x1, X2, ..., Xk, V), pela aresta uv.

(a) (¢) (a,b,c,d) — (a, d)

Note que em um grafo métrico, w(uv) < w(u,xq, ..., Xk, V).
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico
Encontre uma drvore geradora minima (MST) T de G.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico
Duplique as arestas de T.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Encontre um ciclo Euleriano £.
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

Percorra £ fazendo short-cut se for
repetir vértice.

& =(ab,c,b,ed e b,a)

C=(a,b,c,e d,a)
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Algoritmo de aproximagdo para o TSP Métrico

1: fungdo TSPMETRICOAPROX(G = (V, E), w) 74
2: T < MST(G,w)
3: T? < T com arestas duplicadas
4 £ « ciclo euleriano em T2
5: C < circuito hamiltoniano obtido com short-cuts sobre &
6: devolve C
Andlise:

\

De onde vemos que esse algoritmo é uma 2-aproximacao.
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Problema do Corte Maximo

Corte Maximo em Grafos
Entrada: um grafo G = (V, E).

Solugdes viaveis: um corte de G, i.e., um conjunto S tal que ) # S C V.

Funcdo objetivo: nimero de arestas que sai de S, i.e., |0(S)].

Objetivo: encontrar solugdo de custo maximo.

Mario César San Felice (DC-UFSCar) Lidando com Problemas NP-Dificeis (Parte 2) 14 de Fevereiro de 2025



Algoritmo de aproximacdo para o Corte Maximo

Vizinhanga de um corte S:

@ cortes que tem apenas um vértice a mais ou a menos que S

Seja c(v) = # de arestas incidentes a v que atravessam o corte
e d(v) = # de arestas incidentes a v que ndo atravessam o corte

1: funcdo CORTEMAXIMOBUSCALOCAL(G = (V, E))

2 S + um corte inicial; S « V \'S

3 enquanto houver vértice v tal que'c(v) < d(v) faca
% seveESentio S« S\ {v}; S=50{v}

5 sendo S <+ S\ {v}; S+ SuU{v}

6 devolve S
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Exemplo de funcionamento do algoritmo

Iw=-3 A D
V

G(c\r); X
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Analise

Vamos mostrar que esse algoritmo de busca local termina em tempo
polinomial e tem razdo de aproximacao constante.

c(wv) 4 (v)

i ety D 2> @ dty

9 D ¢ P NIEI D> NOPTD 5 ca) Y opT

vel eV

2006 = W) ALG Sy OPT/2

Quiz: como generalizar essa heuristica para a versdo ponderada do Corte
Maximo?
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Problema da Cobertura por Vértices

Cobertura por Vértices

Entrada: grafo G = (V, E) com peso w nos vértices.

Solucgoes viaveis: subconjunto S C V tal que para toda aresta uv € E,
ueSouves.

Funcao objetivo: soma dos pesos dos vértices em S.

Objetivo: encontrar solugdo de custo minimo.

Esse problema é um caso particular da Cobertura por Conjuntos.
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Quiz: como podemos reduzir o problema da cobertura por vértices ao
problema da cobertura por conjuntos?
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Formulacdo em PLI para a Cobertura por Vértices

Sejam x, varidveis bindrias que indicam se o vértice v foi escolhido.

minimizar Z W, X,
vev
sujeitoa x,+x, >1 VYuveE

x, 40,17 YueV

Programacao linear é muito utilizada para encontrar solu¢des aproximadas.

Assim, considere o PL fruto da relaxacao da integralidade do modelo
anterior.
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Algoritmo de aproximacao para a Cobertura por Vértices

1: fungdo VERTEXCOVERAPROX(G = (V,E), w)
2 monte e resolva o PL, obtendo x*

3 para v < V faca

4. x, =1 sex; >05

5 x, =0,sex; <05

6 devolve ) _, w,x,

Note que a solucdo construida é vidvel: como toda aresta satisfaz
x; +x; > 1, algum dentre x;, e x; deve ser pelo menos 0.5.
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Analise

Se x, =1, entdo x; > 0.5 — x, =1 < 2x}. -

Se x, = 0, entdo também vale que x, = 0 < 2x7.

ALG = 2 WXy
vEeN

AR )

A
= 9 Z_\P:,l‘} = Q.OPTW, L 20PT

De onde vemos que'esse algoritmo é uma 2-aproximacao.

Desafio: generalizar nosso algoritmo para tratar o problema da Cobertura
por Conjuntos.
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Um problema parametrizado

k Cobertura por Vértices
Entrada: grafo G = (V/, E) e inteiro positivo k.

Questdo: G possui uma solugdo S tal que |S| < k e, para toda aresta
uve E,ueSouvesS?

G h {M\ C; \&f\r\}
Subestrutura: Dado um grafo G e uma aresta (u, v). Como,em qualquer

solugdo do problema a aresta (u, v) deve estar coberta, tefnos que G tem

uma cobertura de tamanho k se, e somente se, Gu ou Gv tem uma
cobertura de tamanho k — 1.
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Algoritmo parametrizado para a k Cobertura por Vértices

1: funcdo VERTEXCOVERK(G = (V, E), k)

2: se G nao possui arestas entao

3 devolve SIM

4: se k == 0 entao

5: devolve NAO

6 escolha uma aresta uv arbitrariamente

7 se VERTEXCOVERK(G — u, k — 1) retornar SIM entao
8 devolve SIM

0: se VERTEXCOVERK(G — v, k — 1) retornar SIM entdo
10: devolve SIM

11: devolve NAO

Esse algoritmo executa em tempo O(]V/| - 2%): no pior caso, efetua duas
chamadas recursivas, mas a arvore de busca tem altura no maximo k.
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Complexidade parametrizada

Relaxando a restricao de resolver qualquer instancia.

Abordagem relativamente recente, que busca analisar se os problemas
NP-Dificeis admitem algoritmos cujo tempo nao polinomial depende apenas
de alguns aspectos do problema:
@ “Dada uma entrada / e um inteiro ndo negativo k, | tem alguma
propriedade que depende de k7"

Esse valor k é chamado de parametro e, na pratica, ele pode ser pequeno
com relacdo ao tamanho de /.

Mario César San Felice (DC-UFSCar) Lidando com Problemas NP-Dificeis (Parte 2) 14 de Fevereiro de 2025



Complexidade parametrizada

Esse valor k é chamado de parametro e, na pratica, ele pode ser pequeno
com relacao ao tamanho de /.

A ideia é encontrar algoritmos que sao exponenciais apenas com relacdo a
k e polinomiais com relacdo ao tamanho n de /,

e i.e., O(n°f(k)).

Se for possivel, o problema pertence a classe FPT, de problemas trataveis
por parametro fixo.
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