PAA - Aula 20 24
Caminhos Minimos, Algoritmo de Bellman-Ford

No problema dos Caminhos Minimos de um para todos recebemos: ]\/ { -~ M
e um grafo orientado (ou dirigido) & = (V,E) -
e um Vértice origem s & \/ [E1=m

e eumafuncdodecustos ¢ E —> (X
o Note que o custo (C (eJpode ser negativo.

Queremos encontrar o valor do caminho minimo de S até cada vértice V=& \/
e Também gostariamos que esses caminhos fossem devolvidos.
_—

Lembre que o algoritmo guloso de Dijkstra leva tempo o ((m Q@, m)
© mas nao garante a resposta correta na presenca decustos negativos.
e Note que, embora arestas de custo negativo ndo parecam fazer sentido
o quando representamos grandezas fisicas como distancia ou tempo,
e 0 problema de caminhos minimos modela cenarios mais gerais,
o i.e.,a wde menor custo até um objetivo,

e onde as decisdes correspondem a ganhos ou perdas de algum recurso,
- e— -_—
o como em operacgdes financeiras, manutengao de energia, etc.
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Temos que definir mais precisamente o que € um caminho minimo_ —00
o quando existem circuitos de custo negativo.
e Isso porque, se circuitos puderem fazer parte do caminho,

o o caminho minimo até um vértice pode ser arbitrariamente “pequeno”.
e Basta percorrer o circuito inUmeras vezes antes de ir ao destino.
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Por outro lado, se nao permitirmos que circuitos fagam parte do caminho,
o 0 que é bem razoavel, o problema se torna NP-Dificil.
e Isso significa que ele nao é tratavel, i.e.,
o nao existe algoritmo polinomial para ele a menos que “P /\/P
m Veremos a relevancia dessa questao no fim da disciplina.
e Curiosidade: para demonstrar que tal problema € NP-Dificil,
o podemos reduzir o problema do Caminho Hamiltoniano,
m que € NP-Completo, para ele.
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Nossa definicdo temporaria para o problema de caminhos minimos
e ird permitir que circuitos fagcam parte de caminhos,
o pois assim o problema continua tratavel,
Ontiniva tralavel
e mas vamos supor que o grafo de entrada nao possui circuitos negativos,
. L= . . Ve . lﬁ-
O pois nesse caso um circuito nunca fara parte de um caminho minimo.
Aaminno minimo.

Para perceber isso, suponha que
o um caminho minimo contém um circuito ndo negativo. = = O/;t,én
e Note que, removendo este circuito © ‘
o 0 caminho continua conectando a origem ao destino
m e seu custo ndo aumentou.

No final, a suposicao de que ndo existem circuitos negativos nao sera necessaria,
e pois nosso algoritmo sera capaz de identificar a presenca destes,
o caso o grafo de entrada os contenha.
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Subestrutura 6tima

Comecamos imaginando uma solucao 6tima. Neste problema queremos encontrar
o 0 caminho minimo do vértice S para todos os demais veértices em \V
e mas vamos comecar imaginando um caminho minimo
o de & até um vértice { especifico.

A sequéncia dos vértices do caminho nos da uma ordem implicita para seguir.
e Assim, olhemos para o ultimo vértice do caminho
o e foquemos na ultima aresta do mesmo.
e O ultimo vértice é + e digamos que a ultima aresta é (w«/-t)

M :
N t  c(P)=c(P)+clot)
R /—’M
p)
Assim, temos que nosso caminho Pde S a te composto por:
o um caminho P de S a w-euma aresta l&ff)

e Portanto, a relagéo de custo é ¢ P)= c( P+ \p/t)

I
Normalmente, seguiriamos provando que P € uma solucédo 6tima do subproblema,
e mas vamos parar antes porque esta primeira tentativa tem uma falha.
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Na subestrutura 6tima, queremos definir/construir a solugcao 6tima
R—m
o em funcéo de subproblemas menores.
e No entanto, nao temos qualquer medida para indicar
o que o problema do caminho minimo de S a wW”
m & menor que o problema do caminho minimo de s a

De fato, essa é uma dificuldade recorrente ao usar programacao dinamica
—_— - -
e para problemas em grafos, ja que grafos sdo definidos por conjuntos,
. a . -
o eles ndo tém ordens bem definidas
m que tornem Gbvio qual problema é maior e qual € menor.
N menor
Uma solucdo.para esse problema, usada no algoritmo de Bellman-Ford, € associar
e o tamanho do subproblema ao numero de arestas permitidas no caminho.

e Ligmee

T@O let‘ = 3

e Sendo Li,to custo do caminho minimo de S a tcom no maximo _. arestas.
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. Usando esta ideia, temos uma sugestao de subestrutura 6tima do problema.
W;jwmmi e Paracada vértice o-¢ \/ , einteiro 1 € |@, 2, . )seja '
o 4O GFUe o {2 o caminho minimo de S a \j~com no maximo L arestas.

e Temos dois casos.

Caso 1) Se P tem menos que A arestas, entdo
e |V é uma solucdo étima do subproblema do caminho minimo
o de S a |~comnomaximo -] arestas.

Caso 2) Se P tem  arestas, seja (\P, M}a ultima aresta de 1%
e Neste caso, seja P‘a parte deP que vaide s até |~

S@\/\JDO/ -

“\'*’777777”'\\\/\’/
l . :
P T a1 oo
|
e Entao, P € uma solucédo 6tima do subproblema do caminho minimo
o des al> comnomaximo /-] arestas.
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Demonstracédo da otimalidade da subestrutura 6tima: LW: P S M @ft}m (L/ &

@/@M Q. v ir® dv 4 q 4r
¢/ e i (A wﬁ%

Caso 1)@ tem menos que 4 arestas.
e Queremos mostrar que P € dtimo
( o para o subproblema com 4 - | arestas e destino
e Supondo, por contradi¢do, que {) ndo é 6timo
m para o subproblema com no maximo ;- | arestas,
o entdo existe P*que ¢ solugdo para este problemae < (P*)Z ¢ (P)
e Como P“também ¢é solugdo para o problema do caminho minimo %)
o comno @_m_o A arestas, temos uma contradicao
m com a hipétese de que P era otimo.

. Y ; v
Caso 2) P tem 4 arestas. ©- /E
e Queremos mostrar que P' & 6timo \—/b Lo
( o parao subproblemacom j-1 arestas e destino >~ o,

e Suponha, por contradicdo, que P\ nao € 6timo para o subproblema
o do caminho minimode § a W~ com no maximo 4~ ) arestas.
e Seja P*um caminho de 5 a (o~ com no méximo.i -} arestas e Q(P“) Z. C(p‘)
o Concatenando p"com(uf,w temos um caminho com
m No maximo A arestas
e ecusto C(P‘j te (L&/ Vj £, c(Pﬁ Tc(wr/v) = C (P)

o oque cmtrﬂrig a hipotese de que [P era 6timo.
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Recorréncia

Pela subestrutura 6tima, nossa recorréncia tera dois parametros:
e 0 numero A indicando o maximo de arestas no caminho minimo,
e e 0 vértice V™ que é o destino do caminho.

Na recorréncia sera escolhido o'minimo entre: _—
1. o custo do caminho minimo até o proprio vértice destino v
o mas com nlimero maximo de arestas « - L 0/
2. o custo do caminho minimo com no maximo 2 -L arestas
o até um vizinho de A~ que tenha aresta incidindo em [

Note que, nao sabemos de qual vizinho vira o melhor caminho.
o Por isso temos que verificar todos.
e Sendo 8,«” (N“) o conjunto de arestas incidindo (entrando) no vértice v~
o 0 caso 2 na verdade sao ] S,@ (f\r) \casos,
m Uum para cada uma dessas arestas.
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Desse modo, paratodo (€ \/ e 4 € 1<, L 2. \nossa recorréncia sera: 2 /U’M\fﬁ’r
Aie> o | AL v, M e YA Li-t, =]« ) |

o com o primeiro termo do minimo externo correspondendo ao Caso 1,
o e 0 segundo termo (0o minimo interno) correspondendo ao Caso 2.
—_—

A principio ndo definimos para quantos valores de A
o vamos ter de calcular a recorréncia. SO o—vo
e No entanto, note que se nao temos c@ilos/ngggt_im z&
o sempre temos caminhos minimos com no maximo -} arestas.

Isso porque qualquer caminho com (I ou mais arestas
o tem que repetir vértices e, portanto, forma pelo menos um circuito.
e Como os circuitos sdo nao ne(g_aIiALQs.
o 0 mesmo pode ser removido do caminho e o custo desse nao piora.
e Assim, basta calcularmos nossa recorréncia para « = Q,.. M- L
o para encontrar todos o caminhos minimos.

Quiz1: Desenhe a matriz que sera preenchida pelo algoritmo usando a recorréncia.
e Destaque as células que tem os casos base
o e aquela que guardara o valor da solucéo.
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Exemplo do algoritmo de Bellman-Ford

ALl i ALy, T D8 Ly T c )

/—/\—’/‘f—?}

40 L)
v~ 2 —eo@—t—oqu
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Pseudocaédigo do algoritmo de Bellmand-Ford
Ko o1 oeihoy

algBellman-Ford(G=(V,E), ¢, s): ~° ek g‘”}“ 9<\§PQ\V‘J \)
PO./L& r~e \: AY_@(A/":\:

o=@ o e 8§20

pore i= L ol m-1:

S AL MEF}[M\/-] j}«»)e]ieb L]+ C (w0 r)ﬁ
dovolim M@w% Alwn-t, v} p/ Aode 07

Eficiéncia: Note que sao @ (le subproblemas por resolver,
o mas o custo para resolver cada subproblema ndo é constante.
e Essecustoé @ ( | S (v) \) para o vértice
o Isso porque é necessarlo consultar | Syl + | posicdes da matriz.
e Focando em uma iteracdo do IW, temos que
o 0 numero de operagdes na execucao do laco interno sera da ordem

5 (18a(\+1) = @(am) 'eQa&W
° Comoolgg:gr\aals interno é executado @)(m) vezes,j j’m%q W/{otg,@’-'i

o o tempo total do algoritmo é da ordem 9 (m , CYV\)
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Detectando circuito negativo

Para que o algoritmo de Bellman-Ford detecte se o grafo de entrada
o possui circuitos negativos, basta fazer as seguintes modificagoes:
e Executar o lago mais externo do algoritmo até i=m e
o verificar se o valor @[[j"\r]muda para algum (| na(\|-ésima iteracéo.
e Se ocorrer alguma mudanca € porque existem circuitos negativos.
o Mais precisamente, circuitos negativos alcangaveis a partir de S

A intuicdo do porque isso funciona é que na iteracdo M- 1.
o todos os caminhos minimos com até .1 arestas ja estdo calculados.
e Assim, se algum caminho reduz o custo na iteragéo |

. S
O e por usar "\ arestas. 0—P0——Db0 —ug
e Sabemos que esse caminho repete vértices, pois um caminho Y v:?tc,u,;
© sempre usa um vértice a mais que seu nimero de arestas. ‘
< 7 scuker
e Se ele repete vértices, forma algum circuito.

o Como o custo diminuiu, esse circuito tem custo negativo.
e De fato, para encontrar tal circuito basta seguir o caminho de tras pra frente
o a partir do vértice cujo custo foi reduzido
m usando a ideia de reconstruir a solugdo a partir da matriz ’ﬁ}

Projeto e Andlise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacéao - UFSCar



a/Qcom OLQ S

Para mostrar formalmente que o resultado v Clge vamos provar o seguinte lema:

e (5 ndotem circuitos negativos se, e somente se, &=D
o no algoritmo de Bellman-Ford {4 L“""Hﬂ A iv‘r\r] para todo v~ ¢ \/

A=) ede
coits +luns

ds o ¢
éi,wuuj\m

Prova: (-—B)A ida segue da corretude do algoritmo de Bellman-Ford
e e do fato que, na auséncia de circuitos negativos
o todo caminho minimo tem no maximo m- | arestas.
e Assim, {)[Q,.LM_& possui o valor do caminho minimode S a
o e permitir que se use uma aresta a mais de nada vai ajudar.

(@r—-) Na volta, considere um circuito qualquer C e
o vamos mostrar que ele ndo tem custo negativo.
e Note que, para cada vértice i~em C, temos A ,
o - it el
m—l,\F}@ A L, v-)(=) oz w&&w | ﬂf} ‘W\W‘ E -4, Lt c(o; )

W) EE

CRISISTRETN v

e onde aWe vem da hipétese da volta,
m a segunda igualdade vem da recorréncia do algoritmo,
o e adesigualdade vale pela definicdo do minimo
m para qualquer (- tal que (\,}, f\rj ¢ E
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Sendo (V- o vértice que precede /"'em (., temos

Al a3 LAl o) e (o) =6 glwpn)nfiimipidmhine=t =]

“ o (b,0)3 Afvhal - Al b]
cle,b) 3 Afpirbl~ Aforipe)
e C c 46ven c(d c) >@«&+\4%1 ﬂMl

c(ed) M F\Me

C( h- 17
Finalmente, somando o custoO{:ie todas as arestas em & temo? e) Ab{’d B £ j

Z_C(l&,f\l‘) ? 2 ZA im%lw—}— A[’“'&,tﬁﬂ = @
(w&,“")CC (s, )€ C

e sendo que a desigualdade segue do cancelamento dos termos A [w\ | v}
o jaque cada um aparece duas vezes no somatorio,

m uma vez com o sinal positivo e outra com o sinal negativo.

Assim, concluimos que o custo de qualquer circuito C, é ndo negativQ
e quando os valores nao mudam entre as iteracoes \n- | e M
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Duas melhorias interessantes no algoritmo de Bellman-Ford

1) Parar assim que os valores MA pr] nao mudarem de uma iteracdo para outra,
e i.e., se duas linhas consecutivas forem idénticas.

2) Utilizar vetores {J(E\A e (|, para guar.dar o valor d9 caMmo ate |~
e ¢ 0 predecessor de (" nesse caminho, respectivamente.

algMelhoradoBellman-Ford(G=(V,E), c, s):
pama weN Afvr)=+00

d(si=0
oae A7 L e an
O/LC\U"é\/ . | ,
Afv]= W&ﬁ&;ﬁ ,ﬂaiﬁf“ﬂ*dw'ﬂ%
432\\,«3—»\,31 Ai- A& u}'@ ngo& wm/uw Toq o [l e o
AL ol s Makw(}@&/‘\ Aol /‘U‘3
OA.LMJNQ W (’/Q'Q&

Quiz2: Por que posso usar s6 o vetor [{( v {do invés da matriz ({ [/ {2
e Dica: observe de quais linhas da matriz a recorréncia precisa.
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