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Problema da Arvore Binaria de Busca Otima

-,
Dado um conjunto de i:[_e_rl§, qualquer arvore binaria de busca é 7»%

e deve respeitar a propriedade de que -

o os itens da subarvore esquerda sdo menores que a@E

o que, por sua vez, € menor que os itens da subarvore direita.
e No entanto, existem inumeras arvores binarias de busca validas

o para um mesmo conjunto de itens.
e Por exemplo, considere itens JC £ g/ L

o Quais as arvores binarias de busca validas para estes trés itens?

5% ¥

! ;
ON 2

e Assim surge a questdo: qual a melhor arvore para busca?
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Note que, o tempo de acesso a um item depende da profundidade deste na arvore,
e sendo profundidade o nimero de nés no caminho da raiz até o item.

A e ——

Assim, pensando numa arvore de propdsito geral e numa anadlise de pior caso,
e a melhor arvore é aquela que tem a menor altura, lembrando que
o altura é o comprimento do caminho mais longo da raiz até um item.
e Portanto, uma arvore binaria de busca balanceada, como
o uma arvore AVL ou Rubro-Negra, é assintoticamente 6tima,
m por ter altura Q(Qg fn) sendo &/l o numero de nés na arvore.

Sendo este o caso, o que queremos dizer com Arvores Binarias de Busca Otimas?
e Este problema surge em contextos em que conhecemos
o afrequéncia/probabilidade com que os i_t@s sdo acessados.
e Por exemplo, porque eles sao W
o num software de verificacdo de erros gramaticais.
e Nestes casos vamos buscar algo melhor do que arvores de proposito geral.
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Definicao do problema

Entrada: uma lista com 9| itens (em ordem crescente),
o que podem ser numeros, caracteres, palavras, etc,
e ¢ uma probabilidade de acesso P;. para cadaitem 4 com |4 i< m

Solugdo: uma arvore binaria de busca |
e que minimiza o tempo total esperado de busca dos itens, ou seja,

" |
C(T) = Z Pi . Qaef (4,T)
— .
o sendo@nef(li,T) a profundidade no item J na arvore |

e Lembre que profundidade € o niumero de nés no caminho da raiz até o item,
o e note que o tempo de busca é proporcional a profundidade do item.
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Exemplo: Dados itens 9¢4Y L 3com , R ;
e probabilidades de acesso V= = XQ/°/ P ° (070 2 @3 > (&)
o qual o tempo total esperado de busca dos itens em cada arvore?

| b
O,l"f- a Q] O/(fxl@

Q)/&‘xi Oﬂ"i@ @/1@;@ 0,162, L())”\
s, s E)

Ol+16t0ol -1 9 X x g g
/ { : 1,L|+qy;+ O,g/‘v: 2,7 Q¥+02+0G3- 13 x

Note que, para estas frequéncias de acesso a arvore balanceada nao € a melhor,
—_— —
e mas sim a arvore que deixa mais perto do topo o item mais provavel.
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Subestrutura 6tima

Para simplificar a andlise, supomos que os 1\ itens da nossa arvore
e tem valores distintos no conjunto { L, " nJMas ressaltamos
o que os argumentos funcionam com qualquer conjunto de itens.

Comecamos pelo exercicio de abstragcdo de imaginar uma solucao 6tima.
e Neste caso, uma arvore binaria de busca 6tima | comraiz |z

Y

N

AN
Tﬂ /rn |

O que sabemos sobre | e suas subarvores Tﬂ.eT(\ ?
e Como temos uma arvore binaria de busca,
o T contém os itens {4, ..‘,fl—ﬁe 1 contém os itens %(L‘f L ,”\13
e Vamos mostrar que T 4 é 6tima para U) § ‘,‘O-He I é 6tima para {M L - M)
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A ideia dessa demonstracio é que, se | ¢ ou I L nao fossem dtimas
o para seus respectivos subconjuntos de itens,
e poderiamos obter uma arvore | "melhor que T
o trocando sua subarvore esquerda e/ou direita pelas étimas. T 5
e Vamos formalizar este argumento, provando queTJ;é otima. $ \

Suponha, por contradicdo, queTJL nao é 6tima, ou seja, /rl @
e que existe outra arvore | para os itens { 4,2, - ,/z—ﬂ £

o com tempo total esperado de busca menor que

e, EC(TQ) e C’W &= pon Al e’

Usando a definicdo de ((T)tem n-1 -
2 c() -2 i prefli ) |
il
1>l A

c(T) = Z P,(pﬂere («,7)
) %
C(T; ; Z PJ-PL@f(“{/TQ> Kg}\
V)
Vamos construir uma nova arvore | para os itens f[ { | Q y e N } (& /TA
2

o removendo T2 de T e colocando |2 no lugar.
e Assim, para concluir a prova, basta mostrar que C(T&) Z. C(T)
o pois isso contradiz o fato de | ser étima.

\f
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Vamos analisar C(T)mais de perto. C(T) - i Pv" ‘ pﬂe‘e (J/T)
12l

Como | esta enraizada em J) vamos dividir o somatério
o em trés blocos

g5 C(T)- ij Desf (1)t Po Lt Zp,{ pae] (4,

R

Foque num |tem i em[ 5. Note que
(\ PQ@{( T)/ i —f-p(l@{)(J /;L) Xy

P/ 2 € Te

/T S /\ poefiT) @ peef o,
< p/ieT

o Observe que 0 mesmo vale para um item em Tn Assim

) - Z 0 (prf(xn)) . Pre 7 b pn@f( o)

4=041
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Tirando os termos constantes dos somatdrios

i L n n
C(T) - Zﬁ pi.L *z pi.pasf (i, Te) + (P8 v Di L+ 2 p;.po@{)(iﬂ‘n)

i 0+ 1 J‘ =t 1
Agrupando os somatérios, obtemos

C(T) Z/ Vi, PQQ’f(J 7:2){' Z P .PQ@F(J,TQ + Z— PJ'

41 =3
Note qummatonos saoC(Tﬂ) e C(T a) Portanto,
= c(M)-c(T)+ c(Ta) + Zl P

4
Fazendo o mesmo desenvolvimento para -r* chegamos a

C(T) C(Tx)ﬂ-c(l )+ ZPJ

Para concluir, como supuisemos por absurdo queE( @C (|7 temos
E(T) ~C )+ (Ty) < Z PJ@ (D) € c(Ta) ¢ Z Pi = C@

e Quer dizer, se |_¢ néo for Qﬂm&entéoT também nao &,
o chegamos em uma contradi¢ao.

A prova da otimalidade de | 1 é idéntica.
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Recorréncia

Dada a subestrutura 6tima que encontramos /
e uma arvore bindria de busca 6tima | enraizada em L tem Ty To

o subarvore esquerdaT.L e direita | n. que sao o6timas,
e respectivamente, para os conjuntos de itens Z [, - a- 1} £ i(L* LJ “'1'“]

Note que ndo sabemos qual € a raiz da arvore 6tima, o que leva a questao:
e Quais as raizes possiveis para uma arvore que contém o conjunto ! 1
o R: Sao W raizes possiveis, i.e, todos os itens em ﬁ .. m ]
e Isso indica que na nossa recorréncia
o temos que escolher a melhor solucéo entre as v} possiveis.

Outro ponto relevante €, quando fixamos uma raiz Ju
o quantos/quais subproblemas temos que considerar?
e R: S3o0 dois subproblemas,
o um que contém os itens l Loy 2 1)
m e outro que contém os |tens i Lt l' o B

E como se relacionam os custos da érvoreT enraizadaem N
o com o custo de suas subarvores 6timas?

* R c(T) - Q(Tg) t+ C,(Tn) + Z_ Pr

k=14
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Escrevendo a relagdo de custo de uma arvore 6tima para os itens Zz, L )
e considerando as @\ raizes possiveis e
o o0s subproblemas de cada caso, temos a recorréncia ) @ G”)
Wl] /

ALLm) = W’“ {Z,PLPK‘(’HDQQ A Jn<,

o comaressalvadeque ﬁb 3“5 @ A 1 >8

Note, no entanto, que nossa recorréncia esta escrita com os parametros L £n
e Sera que sO precisamos nos preocupar
o com sequéncias de itens comegadas em | e terminadas em®; ?
e R: Nao. Para perceber isso, considere resolver o problema Mi | e note que
o para isso precisamos do valor de f} {4 ]para todo 4, em L | M
e Foque em um / particular e considere o subéroblema iy 3] i S_ll[“\l = A [yt
o Agora, repetindo o raciocinio, para resolver § [k
m precisamos do valor de f i/ \para todo ; em P _
e Portanto, nosso total de subproblemaAs E:c?}r.;sponde it : [4' Q i i llﬂ R
v Lps A1 0]

@@\‘;)\/ o a'todos os intervalos continuos E,(( py)...{j\ com Aj

Assim, reescrevendo nossa recorréncia, para todo par [ L ,i 4 j L o temos

—D 6[4/31 WA;Z%PK*Q{%Q&]{‘H}R% éjg

o lembrando da nossa convencao de que (a[ 5‘4 ] %] 4 5&
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Algoritmo: A base do algoritmo é sempre ter certeza de que
e 0s problemas menores serdo resolvidos antes dos maiores.
—— /——-————-ﬂ

algABBO(n, p) ' . o
o Aode- pae iyy) &/ 134+ R1141>@
Pom,& 7{‘0\/“ VIR

lQQ/\,C\ A= ! oﬂ m - TQ\AM-I-L

LQQCI@Q ’44-&7%09.\ | , 4"4[3 2° 4.0.
e — j
oo Atigd=min | £ o aaod « A, 4]

6 (w?) dersfie ALL o]

jh gc@i@ Para entender o func;lonamento desse algoritmo, observe que @(M)
0w ¢ 0 tamanho do subproblema/intervalo corrente de itens,
o 4 éo inicio de um intervalo e  é o final do mesmo.
e Assim, comegamos no menor taﬁargo de subproblema
o e aumentamos a cada iteracao.

Note também que o algoritmo comeca preenchendo
o adiagonal principal de uma matriz,
e e em cada iteracao subsequente preenche uma “diagonal” menor,
— (’_s.
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Por fim, observe que para preencher uma ceIuIaA I o algoritmo considera
e 0s subproblemas da linha 4 e da coluna utpllzando OS aos pares.

ALgYsmin | £ ons
. 4P 2 4p
A (4, 0-0] + ATne !, 5]}
n-3

=5

Eficiéncia: 6 ((V) 3_) pois tem de resolver @ (m jj recorréncias
o (preencher metade de uma matriz v por 1),
e e para resolver cada recorréncia (preencher cada célula da matriz)
o precisa consultar em média 6 (m) outras posicdes da matriz.

Construindo a arvore: demanda saber qual a raiz escolhida em cada subproblema.
e Guardar as raizes numa matriz auxiliar B cada vez que o algoritmo
o resolve uma recorréncia torna a construgéo da arvore mais eficiente,
m embora nao seja obrigatorio.
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