PAA - Aula 1822
Problemas da Mochila Inteira e do Alinhamento de Sequéncias

Principios para projetar um algoritmo de programacgao dinamica:
1. Imaginar uma solugéo otima para o problema, com alguma estrutura/ordem.

2. Analisar esta solugdo genérica em busca de uma subestrutura 6tima,
o que dependa de um numero pe o de subproblemas.

3. Obter a recorréncia a partir da demonstracédo da subestrutura étima.

4. Derivar um algoritmo iterativo que, guiado pela recorréncia,
o preenche a comecando pelos subproblemas menores.

5. A solucéo final deve ser um valor da tabela (hormalmente a ultima posicao).
Eficiéncia do algoritmo vai depender do numero total de subproblemas,

o que determina o tamanho e dimensodes da tabela,
e e do numero de termos do qual depende a recorréncia.
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Problema da Mochila

Na entrada do problema da mochila inteira/binaria
e recebemos 1 itens, sendo que cada item - J LL 4l
o tempeso P.>2evalor v, > &
. . C e if
e Também recebemos uma capacidade

Uma solucéo para o problema é um subconjunto S Q. { &; - W‘]
e cujo peso total ndo ultrapassa Q, J.e.) i PJ L C,

. €S
o e que maximize o valor total —2,(\/\\
4

€S
Quiz: verifiquem que o algoritmo guloso usado para a mochila fracionaria,
e nao devolve o 6timo para a seguinte entrada:

=3 C =4
—p":?) /U\LL‘Q‘
'Plzi f\fg_=L‘

"p3 - L (\]“a =Y
Vamos usar-_l’_(rn, C)para denotar uma entrada com 9] itens e capacidade C
e deixando implicito que cada item 4 tem valor V'; e peso P, para | & L4 o

Projeto e Andlise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacéao - UFSCar



Encontrando a subestrutura 6tima

Considere uma entradaT(m, C)e uma correspondente solucdo étima S
e Vamos focar nossa atencdo no ultimo item M . Temos duas possibilidades:

L. m ¢S
2. mES
Primeiro, vamos analisar o Caso 1. Neste caso, Séuma solucéo 6tima

e para T(m-&,C), ou seja, para a mochila de mesma capacidade
o que s6 pode usar os V- | primeiros itens.

Prova: S é uma solugéo paraT_(m‘L, C), ja que
o elando usaoitem M e respeita a capacidade C
e Para mostrar que ela é otima para T(‘Y\-'\, C.) vamos supor, por contradicdo,

o que existe uma solucéo S’“para'[(q\-;,c), tal que c\r(g*) > (\;\(S)
o S* 5 a6duncis de T (m,C).

o Mot 1(S*) > v (S) quu £ sliwo p/ T, <) (Codiaddichis 1)

Neste caso, qual o valor da solucéo 6tima S
e em funcdo da solugdo 6tima dos subproblemas?

o (3) = wlen Je sline &/ I(“'i)c)
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Vamos analisar o Caso 2, em que (1 esta emS Como queremos descrever S
o com solucdes 6timas de subproblemas, vamos considerar S] S\ E ql
e Temos que S'sé usa itens dentre os m- 4 primeiros. Além disso,
o como Srespeita a capacidade c, a-e. Z p,i 4 G
\ 4 ES
e aoremover o M de Stemos que S respeita uma restricdo mais forte
7 P =2 - pa(2)C — P
veS!
e “Assim, O é uma soluc;ao otima paraI (fﬂ i C- Pu) ou seja, para a mochila

o de capacidade C’p'“ que soO pode usar os q) - | primeiros itens.

Prova: S' é uma solugdo para L. (m-1,C ’P«a) pois S’
o nao usaoitem ™ e respeita a capacidade C- Prv;
e Para mostrar que ela é 6tima para I(m i C- pm) vamos supor,
o (jpor contradico, que existe S"l@elhor gue S'para T (m C-pa)
e Note que S0 E‘h}e uma solucao paraI(mC», ja que
o respeita a capacidade C e s6 usa itens validos para esta entrada.
e Como g S*UV "n}) (s +f\f“m>(\/‘(3‘)+\fﬂ=f\)“i§)!
o temos uma contradicdo, ja que S era 6tima para I(% C)

_——

Neste caso, qual o valor de Sem funcao da solucao 6tima dos subproblemas?
v (s) - b d& Sline p/ T (m-1,C-p,) + U
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Escrevendo a recorréncia

Nossos subproblemas dependem
e tanto dos itens que podem ser usados na solugéo
o quanto da capacidade residual da mochila.

Por isso, nossa recorréncia tera dois parametros, 4 e o
e sendo queﬁii,la] € o valor de uma solugao 6tima para uma mochila que
o s6 pode ser preenchida usando os ., primeiros itens, A = Q- N
m e tem capacidade oL , > OFS Q{ M'C}

Seguindo a anadlise da subestrutura 6tima, temos a seguinte recorréncia
= ALic] = mae [ ALY =] U+ A (i-BESPED Y

. T ioedy . 2.° cosdy
Observe que esta recorréncia tem uma limitagdo, pois

e 0 segundo caso ndo faz sentido quando p,{ >
o jaque a capacidade da mochila fica negativa.

e Além disso, osicasos bases da recorréncia ocorrem
o quando o numero de itens disponivel é ©

e Neste caso, a mochila sempre tera valor &
o independente da capacidade.
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Projetando o algoritmo de Programacao Dinamica

Exemplo de preenchimento da tabela:

(Y'\:S C;6
=3 PL:"l D5
o9 Paz3
(U\3‘ Y pa‘/l % L

ALioc] = mae [ ALiry o), v+ A LJ-y@Pa)

— 1ot 2° couly
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Pseudocddigo do algoritmo:
W@JJ,QA(M,M“JPIC):
Pona =0 G
ﬁ[@a:]=®
pcuzo. L= 1ol a:
oo 9+ @ Qo
o(m) O() (L)M oc 2 Pz R{4 o] Afi-i,x]
‘ , M
N AL = mae [ ALy ), e Loy, -PiT

@“ﬂm&u HM\C]

Prova de corretude: por indugdo matematica usando
e como hipétese de indugao a recorréncia que demonstramos.

Eficiéncia: @(m C) , 0 que faz deste algoritmo pseudopolinomial, ja que
e 0 numero (_ pode crescer como uma exponencial no tamanho da entrada.

Reconstruir a solucdo usa as mesmas ideias apresentadas na ultima aula.
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Problema do Alinhamento de Sequéncias (ou da Distancia de Edicao)

Entrada:/duas sequéncias X = 9¢, X, %y . Xy o Y - ‘j L % - 2{0\
o ambas definidas sobre um mesmo alfabeto J~
e Penalidades ok(gf,b) 20 paga por casar os simbolos & e b de (O~
o Em geral, se o= b entdo ol (Q, b)=0
e Penalidade (A 5 > @ pagapor casar um simbolo com um espaco.
Solucao: um alinhamento de custo minimo.
e Um alinhamento é uma modificacdo das sequéncias originais
o que pode inserir espagos entre simbolos,
m mas Nao pode inverter ou remover quaisquer simbolos.

Exemplo1: X=AGGGCTeY=AGGCA.
e Neste caso, W = G, (V\=‘5, g = {A:G‘,C,T}

e Uma solucéo possivel €
AGG &G ICMT
AGGE cla

OL%%P“(" oA (T A)

o eseucusto é
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Note que uma solugao pode envolver adicao de espagos em ambas as sequéncias.

Exemplo2: X=GGTCCeY=AGGCC.
e Nestecaso, M=5 K m=5 T - S_ﬂ,G,C,T3

e Uma solugao possivel é .
=26 5mMmccC

AGG=cC
lOLM

el P/wet
Vamos usar_I(ﬂh,(n)para denotar uma/entrada
e para o problema do Alinhamento de Séquéncias em que:
o a primeira sequéncia ( X) tem ‘m jtens
o e asegunda sequéncia () tem n itens.
e Deixamos implicitas as penalidades o,

e eseucustoé

Vamos usar o simbolo & para denotar um alinhamento, ou seja,
o)@ Y indica um alinhamento das sequéncias X e Y
e Exatamente qual é esse alinhamento sera definido pelo contexto.
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Encontrando a subestrutura 6tima

Considere uma entradaI (fmm)e um correspondente alinhamento 6timo X Y
e Focando na ultima posicao deste alinhamento, temos trés possibilidades:

1. 9C,, alinhado com Y= X 7
2. £+ alinhado com — N \
3. Y, alinhado com — / 7

e Nao consideramos a opc¢ao espaco alinhado com espaco, pois este caso
o se reduz a uma solugao melhor (removendo a ultima posicao).
X —:0

e Sejam X':)(—OC% Q \/\f\/*jn \[ {}

Primeiro, vamos analisar o' Caso 1. Neste caso o alinhamento X'%Y!
e que obtemos ao remover a ultima posi¢cao do alinhamento étimo X &
o & uma solugdo/étima para o subproblema I (Gﬂ* 5_} m - '&)

Prova: sendo ‘Po custo do nosso alinhamento de X ¢ \/', por contradicao,

e suponha que existe um alinhamento mais barato de x'e Y'com custo ?
o Quiz3: chegue num absurdo para completar a prova.
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No'Caso 1, qual o valor da solugéo 6tima em fungé@o do 6timo dos subproblemas?
X (XEN) = A (X ZY) + L (okm, W

Vamos analisar o 'Caso 2, em que %w ¢ alinhado com M{LQCIG X
e Neste caso o alinhamento X'%Y obtido ao remover 7
o a ultima posicao do alinhamento 6timo A

m € uma solucéo 6tima para o subproblema 1 (om- {) m)

\
Prova: sendo\,D o custo do nosso alinhamento de X 2y , por contradicao,
. . \ LY
e suponha que existe um alinhamento melhor de X e com custo P
o 'Quiz4: chegue num absurdo para completar a prova.

No'Caso 2, qual o valor da solug&o 6tima em fungéo do 6timo dos subproblemas?
\
@(XQ\/) = 0&(X 2 \/) + @}oﬁ

A andlise do'Caso 3 ¢ idéntica a do Caso 2, exceto por trocar % por\{‘ eY por X
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Escrevendo a recorréncia

Nossos subproblemas dependem tanto do tamanho da primeira sequéncia,
e quanto do tamanho da segunda sequéncia.

Por isso, nossa recorréncia tera dois parametros, JL e é*
e sendo que ﬁ&;,g]e o valor de uma solugéo 6tima em que )
o a/primeira sequéncia € o prefixo de tamanho ide X } A= @, ! m
o e asegunda sequéncia ¢é o prefixo de tamanho Zf‘ de, d 7@} .

;M

Seguindo nossa andlise da subestrutura 6tima, temos a seguinte recorréncia <
. - . A |
ALij) = cim | ALit Tt o gep, “
Ai".r ."ﬂ“—o{ﬁﬁf‘ . . At
Observe que os casos base dessa recorréncia ocorrem quando A=@ ou (t——@

e Nestes casos, a sequéncia cujo prefixo nao € nulo

4
o tera de ser alinhada com espagos. Portanto,

Ald,0]= 4 olgep  0<idm
Ale,4i- gf{@(@s{l, Q¢jsm
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Projetando o algoritmo de Programacédo Dinamica m

Pseudocédigo do algoritmo: Lé/( iF
Mgg‘?(&m,\//m,d): ﬁ —=
Olm)— poma 330 A( mWe,&‘]-—goa% 2 n
P&m w > f. QL,(Mi 4———‘0
Cpem gt b o 0
Olma—| ALl AV LK)y
Lo ALict Lesgp, BfL4 1+ 92p) |
donolin £ fim, ]

Prova de corretude: por indugdo matematica usando
e como hipotese de inducao a recorréncia que demonstramos antes.

Eficiéncia: @ ((W\' 4’\) , por conta dos dois lacos aninhados
e e do fato que a recorréncia pode ser resolvida em tempo constante.
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Reconstruindo a solugcdo: dada uma tabela (3; preenchida pelo algoritmo,
e comegcamos na posicao ﬁi«n. q\g € vamos voltando de acordo
o com o caso da recorréncia usado para preencher a posi¢cao atual.

qucSe (X, m Y, m < A):
Az 4= N
‘T’i‘”‘*& iYL Ly
s ALi s AT, A"“ o (X, Yg):
Xi 8y, 4o 4= ~ ]
Olrm+cre) p=e 2o AViA) e ALi-t f)+deept [2°
~— 4 YRR e
X% =, A==
oo 137 1 = A4 dpp
RRFTR b

WG 4> X;&—-I A==

e T
olﬁ/VG’Q/\-u QQM/Qe,_Jé Ok&-

Eficiéncia: O Qm+m) , pois em cada iteragdo do lago principal
e pelo menos 4 ou 3 sado diminuidos de uma unidade.
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