PAA - Aula 1517
Arvores Geradoras Minimas (MST), Algoritmo de Kruskal

Relembrando o problema da arvore geradora minima,
e na entrada temos um grafo 6 =(V ) E
o com custo C(€)>@ em cada aresta & € ©
e Quiz1: Os custos precisam ser nao negativos?

 Uma solugdo € uma arvore geradora Tde custo minimo, isto &,
&L > um subgrafo conexo que nao tem ciclos,
—B e que contém todos os vértices de
e Note que existe um caminho em | entre qualquer par de vértices de \/
e Além disso, entre todas as arvores geradoras de G.
o o custode T/ A e, C(T) - Z C Qg) deve ser minimo.
ceT
Nosso guia no projeto de um algoritmo guloso ainda € a Propriedade do Corte: (Jr
e Dado um grafo (5, :(\I,E) considere uma aresta ¢ & E
o e tome um corte qualquer (Pr,B) tal que
m (© éaaresta mais barata de (5 que cruza este corte. /
o

A=}

e Entdo C estana arvore geradora minima de G
o Podemos falar DA arvore geradora minima
m porque supomos que nao existem arestas com mesmo custo.
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Algoritmo de Kruskal: vamos ver um exemplo do algoritmo de Kruskal,
e cuja ideia é, reiteradamente, selecionar a aresta de menor custo
o que nao produz um ciclo.

—
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Pseudocddigo do algoritmo de Kruskal: m = \\/l m = (5} )
Kruskal (G=(V,E), custos ¢): o (v Lo a
Noloe o1 ovas o Brclon Qs o cuiter J
T=-¢
Ofm) dorecen / PV coda ano e=(4, v) Asgu -d& a srolwacis:
— de T O {e] @ae fe«w @J@j a

0\/9/ \\@\ ~e
T4 TU el O(m) e
T § A\
O(OV\M) Implementacao basica e eficiéncia do algoritmo de Kruskal
e Temos de ordenar ‘M arestas, o que leva tempo O g W)) = (m)
o Curiosidade: Q(%w\) Q(-Q@m) pois o < ™ - - ®2 M
e O laco principal testa se cada aresta forma um ciclo emT o] que

o pode ser feito com um algoritmo de busca em grafo (BFS ou DFS).
e Esses algoritmos levam tempo proporcional ao tamanho do grafo,
o i.e., nuUmero de vértice mais niumero de arestas.
No entanto, o grafo em questao ¢é a floresta T, cujo tamanho é O*(m)
Assim, O ) iteragBes do laco principal,
o cada uma custando O() operagdes, totalizam O( (m . f)/\)

e Portanto, o algoritmo leva tempo Q(Cm JQQZ qn) + o(@m ‘ry] =0 ((m Q)’])
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Prova de corretude do algoritmo de Kruskal:
1 ~ - - . 0
| 'nao possui ciclos: pois o algoritmo descarta qualquer aresta que os gere.

T é geradora e conexa: Com 67 sendo conexo,
o serdque T pode terminar desconexa?
e Pelo Lema do Corte Vazio sabemos que,
o se o grafo for conexo
m nao existe um corte vazio.
e Fixe um corte (A ,B) qualquer e considere
o a primeira vez em que o algoritmo
m trata uma aresta C deste corte.
e Pelo Corolario da Aresta Solitaria, sabemos
o que € ndogeraumcicloem [
Portanto, o algoritmo vai adicionar € a
Como isso vale para um corte qualquer, LQ' Cem'oza«ﬂ/b
o temos que o subgrafo |
m produzido pelo algoritmo
o tera arestas cruzando qualquer corte.
e Assim, | é conexa e gera o grafo &
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/\— tem custo minimo: Vamos mostrar que qualquer aresta € = CU , (\f‘)
o escolhida pelo algoritmo de Kruskal respeita a propriedade do Corte.

& qua D e Ou seja, vamos encontrar um corte (A‘ D) tal que P(

W o (@, éaaresta de menor custo que o atravessa.
e Considere a iteragcdo em que & ¢é escolhida

e seja T o subgrafo no inicio dessa iteragdo.
e Note que ndo existe caminho de u para V™~
em | . Sendo © formaria um cicloem | e
n&o seria escolhida.
e Faca ﬁ o conjunto de todos os vértices
P
alcancaveis a igartlr de mem |
--,,——'a
o eseja D orestante dos vertices.
e Por construgcdo, ndo existem arestas em T
com uma ponta em (1 e outra em @
e Entdo € é a primeira aresta escolhida que atravessa o corte (A,B)
o mas sera que C, é aresta mais barata a atravessa-lo?
e Pelo Corolario da Aresta Solitaria, a primeira aresta do corte
o que for considerada pelo algoritmo é adicionada a
m ja que tal aresta ndo pode formar ciclo.
Assim, G é a primeira aresta de (QIB) analisada pelo algoritmo.
Como o algoritmo percorre as arestas em ordem crescente de custo,
, e ——— J Y—
o C= (M, ) é a aresta de menor custo que atravessa (A( 6)

e Logo, pela Propriedade do Corte, © pertence a arvore geradora minima.
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Sabemos implementar o algoritmo de Kruskal com eficiéncia de pior caso (O (mm m)
e Sera que conseguimos fazer melhor?

Se olharmos para o pseudocddigo basico do algoritmo de Kruskal, Kz(;u\/_o

e percebemos que dentro do lago principal

o temos uma operagéo que custa () para descobrir B < °
m se uma nova aresta & =(4,v) produzird um ciclo em | T

o i.e., para descobrir se os seus extremos M L VT ‘
m estdo no mesmo componente de T ‘Lo

e Felizmente, existe uma estrutura de dados chamada Union-Find
o que é especializada na manutencg&o de conjuntos disjuntos.

Union-Find suporta trés operagdes:
e makeSet(AL) - cria uma parte (subconjunto) apenas com o elemento A
e find( 1) - devolve o representante da parte em que esta JUA
° union(JJll V) - une a parte de /4. com a parte de v~ o

A seguir apresentamos (e analisamos) uma versao do algoritmo de Kruskal
e que utiliza essa estrutura de dados.
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Pseudocddigo do algoritmo de Kruskal usando estrutura de dados Union-Find:
KruskalUnionFind (G=(V,E), custos c): N Q(L)

Q(m) — pene /ferokﬁb’ w~e \: CTY\JA”S) q")
o oa el o erddon el A cwler
T4+ @

ae Cada Q/Lujca@ (J*(" A 0'(@‘ Mﬂ“
P Lo fud () # MM 7

O(W%M)

Olom) —
necies
Ou"/‘@'Q/""‘ T O(VQ% m)

// Andlise de eficiéncia do algoritmo de Kruskal implementado com Union-Find:
makeSet() leva tempoO(L) portanto a inicializacao leva tempo O( W)
’W\ Q W\) e Ordenar as arestas leva tempo @(ﬂ“ Q%M)
g O lago principal é executado () vezes.
Na implementagéo do Union-Find usando Union by Rank
o cada operagéo find() ou union() leva tempo Q(Q %)
e Em cada iteracdo s&o executadas duas operacoes find() e'uma union().
o Portanto, o tempo total do lago principal € QCon % On)
e Assim, o tempo de execucédo do algoritmo é Q(q\,‘ \%
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