PAA - Aula 8506
Encontrar o Par Mais Proximo

Definicdo do problema de encontrar o par mais proximo.

. 2
Entrada: um conjunto P-1 Pu.Ps, - {Pn}de M pontos no plano |[2.
e sendo lRo conjunto dos numeros reais. . N S/
aael 31 s
Distancia Euclidiana: a distancia entre dois pontos p.i = (ﬁw ;) = é
L

i -\ . A2 AL
d (pe Pg) = ((imomp) « (g9 )%) /|
Solucao: um par (P,g)de pontos em P que \
e minimiza a distancia Ql(P/%) sobre todos os pares de pontos em lg

Vale notar que, um algoritmo por busca exaustiva,
e composto por dois lagos aninhados, pode comparar
o adistancija entre todos os (fg) ~C ;_‘ = (Y\-_(f“g__;") pares de pontos.
e Como cada comparacédo de distancias leva tempo constante,
o esse algoritmo encontra o par mais préximo em tempo 10 ( m 1)

Sera que conseguimos fazer melhor?
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Vamos tentar desenvolver um algoritmo mais eficiente usando a abordagem de
projeto por divisao e conquista.
e Dividir: o problema original é dividido em subproblemas do mesmo tipo.
e Conquistar: os subproblemas sao resolvidos recursivamente, sendo que os
subproblemas pequenos sao caso base.

e Combinar: as solugdes dos subproblemas sdo combinadas numa solugcédo do \Ra
problema original.

Para colocar alguma estrutura na instancia do problema

o criamos duas copias de P chamadas ng £ PJ« : :
° Pa_, é ordenada pelas coordenadas 9C dos pontos i o .
o e Pyé ordenada pelas coordenadas . ! ¢
e Note que esse procedimento leva tempo Ol m J%’ W ) =
Para intuir porque ordenar os pontos € uma boa ideia, [ B

o't
e observem que a versao deste problema na linha (dimensao ]R)

o aindatem (3) = O(M}J pares para comparar,
e mas pode ser resolvida em tempo lineay,
O uma vez que os pares estejam ordenados. m

e Quiz1: por que? TRCRAT e

Obs: ordenar elementos da entrada € uma boa estratégia em diversos problemas.
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Algoritmo recursivo simples
(P:'a[) ?‘“MG“.’)PJ%«@’ (Pacl Pa,)
yre e—#J(L(Milei /@e\w 7“‘1: [ cosm loose

Jooba & pon v préoe dinan B g} '
V1 n

olimio(a Pewn Leole &P S .LR
N — Y Yo & (wi J%{#ig)w & ug.aole

,@;%wc&aLﬂqL,aaw)\MM&_ ‘—5 o
Oby: oA vjm/e yhey  0stiro ordlresled \_\4/
Quad? wia divigrs dine Aa o fope Lo @os)
wy A5s A g Jf,a.a Jopa N -
Pa, 9s)- P Mo Phsi o (Lie, L) f

(Po, 3920 Mo Precns (Rac, Ry) - .
= (?4,34)’!0“* Aay Procins Vivide (Pe, Py) Dode g 00 paw divdda

dbboa & nllion oty (p,a) (ps,9.), (P4, q)

Sendo (p;, sH)o par mais proximo dividido, um detalhe crucial € que
e sO precisamos saber o par dividido se ele for menor que o nao dividido.
o Essa observagao permite fortalecer o algoritmo.

Projeto e Analise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacao - UFSCar



Algoritmo recursivo melhorado

(p, g) parMaisProximo(Px, Py):

O(I)——- C se 0 numero de pontos for menor que 4: # caso base
encontre o par mais proximo diretamente e devolva-o to
-.-bdivida Px em Lx e Rx (e Py em Ly e Ry) de modo que e — b_§~;/
a metade dos pontos mais a esquerda fique nos componentes L, =

Ol > pontos ma
a metade mais a direita figue nos compontentes R,
€ 0s subconjuntos continuem ordenados.

M —  (pl, gl)zparMaisProximo(Lx, Ly) S’J,M ,s!_
(}

(pr, gr)sparMaisProximo(Rx, Ry) §

T = aein 2&((& 93), o\(f)n »)5
G <P.l Q.al (lo—\ Moy Pnbvm@-‘DMO{ao@ (p S) — O(m)

devolva o melhor entre (pl, ql), (pr, gr), (pd, qd)

Agora o parMaisProximoDividido pode usar o 8 para melhorar sua busca
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Algoritmo que analisa os pares divididos

40
(pd, qd) parMaisProximoDividido(Px, Py, delta):

K & csade Ao T Ainiole wa& .
O(m) 33 & a W—XMQ/&@ de v-Aen @fm(baoLe' P
o s £ paRes cou C@@ﬂ?{.lmn-i
© T £-3 @ K4S @Y (o g
Ms £ 1
O(L)"' dm;,'gi P=$=N¢-/d S W
pora i= Lot IS4\EH:
| pora K=la&’mw‘nz’-),l§‘3\—j§'. Q;z%?_mqu
Che d(Sy1, Sy i) Ldast  preess ot/
\ p> Syl q=3;ii+l{() doo. = J(P,c%) o T uyJM
oae ;7,

auiwo'@'«a (?/ e,,)
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Qual a eficiéncia do algoritmo parMaisProximoDividido?
° O(m) | pois o laco interno executajtum numero constante (<= 7) vezes.
N Voo yrBr
O que isso implica para a eficiéncia do algoritmo parMaisProximo?
e (Cada chamada dele vai desencadear até 2_chamadas recursivas,
o de subproblemas com metade do numero de pontos,
m e o trabalho local é linear no numero de pontos.
e Assim, temos a recorréncia _T(m) = S.T(f\n/gg £+ CMm
o que é a mesma recorréncia do mergeSort.
e Portanto, sabemos que ela corresponde a uma fungédo de tempo Q (W\ ,Q% m)

Por que o algoritmo parMaisProximoDividido esta correto?
e Vamos ver uma demonstragcao em duas partes para sua corretude.

A base da demonstracao é perceber que o par mais préximo dividido
e sO nos interessa se sua distancia for menor que delta,

o ja que ja conhecemos pares nao divididos com essa distancia.
’_\
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Para mostrar que o algoritmo esta correto, primeiro vamos provar o seguinte lema.

Lema 1 - Se dois pontos P e g_estao a menos que de distancia,

e entao \&P—Ocq,lé 13? 89,\48
Promt d(pyg) = (oo 2+ (go-ga)”
@P'gef)l)/@ =2 (mp—oc%)l = | p-oey]

PoAets, ke d(pg) (S sAe lxp-s4q1¢ dlpg) £
Obs: Note que uma demonstracéo equivalente vale para a coordenada 3_

=> v b Do
* bA fcﬁ?apositiva do Lema 1 diz que l o< p~ m;’l >3 =D O‘(P(Q‘_) > 8

e Como qualquer par dividido com XL
o um ponto fora da faixa [ & - §  9c « g] ‘@ \ (
e esta separado por uma faixa de largura 8 o ‘\'
o esse par ndo pode estar 2 PN ¢ °
= adistancia menorque & [ ‘(K\&
Q o o
i —
S 4
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Vamos mostrar que qualquer par dividido (P, ‘i) com distancia menor que §
o estdanomaximo § posices sequenciais no vetor ordenado 2,
e Note que mostrar isso implica a corretude do algoritmo,
o pois ele compara cada ponto em 33, com ?—pontos que o sucedem.

Pelo Lema 1, se um par dividido( F, ‘-?(-\ tem distancia menor que S
o adiferenca entre suas coordenadas “, deve ser menor que N
e Portanto, podemos focar numa regiao com L 8 de largura,
o eum & de altura a partir da menor coordenada ‘3« entre P L %‘
e Sem perda de generalidade, suponha que P vem antes de q, em SO»L

, o
|
sal|
—
i—g‘T‘ S Tty

Nos resta mostrar que ndo podem existir mais que Y pontos nessa regiao.
e Faremos isso dividindo a regido em & quadrados de lado &/;L
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E possivel existir dois pontos Gt e b num mesmo quadrado?
— — <
(

K
/3, .
_ - |
‘ . }oq, o
g/ll ! s YA
P (\ -1 { -
2 P | =
‘ | | v , ~
_l — 72N
3§ § <

e Por absurdo, vamos supor que sim, e observar que -
o @‘:b) ndo é um par dividido, e que J(qlb) 4 \[I\ g/g. £ N
e Assim,se & e lo estdio no mesmo quadrado, eles estao

o auma distancia menor que S contrariando a definicao do S
—
e Disso concluimos que existe no maximo ]_ ponto por quadrado.
o Como sdo ¥ quadrados, temos que Ppeq

m estdo ano maximo & posicdes sequenciais em S 3,

Portanto, quando o algoritmo examina

o 0S proximos T—}- pontos a partir do ponto corrente,
e se houver um par mais proximo dividido envolvendo o ponto corrente,
o este par sera encontrado.
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