PAA - Aula 6305
Divisao e Conquista, MergeSort, Arvore de Recorréncia

Etapas do projeto de algoritmos por divisdo e conquista
e Dividir: o problema original € dividido em subproblemas menores do mesmo
tipo.
e Conquistar: os subproblemas sé&o resolvidos recursivamente, sendo que o0s
subproblemas pequenos s&o caso base.
e Combinar: as solucdes dos subproblemas sdo combinadas numa solugéo do
problema original. -
Exemplo/ideia do mergeSort:
° veto-f=fora de or(gjem v ¥ 9 dLse 2 * (

e dividir o vetor a ser ordenado em dois subvetores, cada um com metade do
tamanho original

vl ST Y ) R 36 2F
e ordenar recursivamente os dois subvetores, sendo que subvetores com 0 ou
1 elementos ja estao ordenados (\/",Q | 4 g (? RO ) G >

e intercalar (merge) os subvetores ordenados resultantes
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Pseudocddigo do algoritmo mergeSort recursivo:
ringo Soil (wellon o) -
s To (v) ¢ ) horwa
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Pseudocédigo do algoritmo intercala: o\ l

mtieolo (velow) grddinades L 2 np):
=D A = ?f’ K=1 — C@ch;s»wArJ@/u/i Q&'cosuob[ - L

rnen T il Fom () E 4L o (vn): |
A (\/‘\,Q.S_A_}é W‘RT,XS (\FLK*'-{-] = (\F‘Q‘i“{“"ﬂk Crts == O = ot
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Races (/ copilon & o da v R 8a arn
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Eficiéncia do intercala: o numero de operacdes € linear no tamanho dos subvetores,

e ie.,daordemde j(“o,,_ (w-l) + Ta-«(ﬁfﬁ) = Kom (“")

e Para verificar, note que em cada iteracdo um elemento é colocado em v.
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Corretude do mtercala, com invariantes de lago: no |n|‘C|o de cada iteragdo . g | l f\rn\j
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Pseudocddigo do algoritmo mergeSort recursivo:
mergeSort(vetor v):
™~ se tam(v) <= 1: devolva
" (vl, vr) = 12 e 22 metade de v, respectivamente
9 =bﬂ mergeSort(vl)
mergeSort(vr)
v = intercala(vl, vr)
- o(m)
Corretude do mergeSort por indugéo:
e Pelo caso base, sabemos que nosso algoritmo devolve subvetores
ordenados quando estes tém tamanho menor ou igual a 1.
e Supondo, como H.l., que nosso algoritmo ordena corretamente
o um subvetor de tamanho n/2,
e verificamos que ele ordena um vetor de tamanho'n,
o uma vez que a funcéo intercala funciona corretamente.

Andlise de eficiéncia:
e Quantos sado os subproblemas/chamadas recursivas? 2
Qual o tamanho dos i 03 nos subproblemas? | /2.
Qual o trabalho local (n&o recursivo)? C. 1N | M C s Q@IDJG SR A
Assim, o tempo gasto € dado pela recorréncia: ~L) Foo b Joam
?

Mas, qual é a funcao de tempo deste algoritmo
T ()= 2T(Wh) + ]
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Resolvendo a recorréncia T(n) = 2T(n/2) + cn
e usando uma arvore (binaria) de recursao.
— g _

rued, H o MP/@JO To. subpels

e - T ol - S ol=af Mf”‘r//—/
| - -~ / \o’x‘ o Q‘:il ‘\/3\L (V}/g_] J
S O AT
3 8/ 5! Ob/\Ao g 0. &=y

é. MSP(}F 13 ’\((\

Qual o ultimo nivel h da arvore?

e Note que, as chamadas recursivas param quando o tamanho do
subproblema é 1. Portanto %, s®(h) = M _ | -

_qh = 1h=fY\:0>h:/QgM

Como comegamos a contar os niveis no nivel 0, o nimero de niveis é 4_+ Q? a
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O numero de niveis da arvore é |+ %L M jaque:
e no nivel'0 temos'n elementos no vetor,
e Ign=1og 2 n é onumero de vezes que podemos dividir n por 2 antes dele
se tornar menor ou igual a 1 (caso base).

No nivel j © numero de subproblemas & 34’ .
e e 0 tamanho do vetor dos subproblemas & m/g_}

Qual o trabalho local (ndo recursivo) do mergeSort?
e Uma chamada do mergeSort realiza basicamente'um teste,
o seguido de duas chamadas recursivas e uma chamada de intercala.
e Como intercala tem eficiéncia de tempo linear no tamanho dos vetores,
o o trabalho n&o recursivo num vetor de tamanhom é ¢ o

QIMQ@J&

Qual o trabalho realizado no nivel j?

}hw(}) MSP(j),Q.T%SP<3)
= Nc (V\/D.\k =C.M ;
Tk~ < gllB
wﬂ&ge-jj?m
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Por fim, o trabalho total € dado pela soma do trabalho por nivel da arvore
e aolongo do numero de niveis da arvore, i.e.,
o %«v\ L Cm

0 "
4o J7° @<M’Qg q")

)

\

Numa comparacio rapida, para n = 1026 e 1079temos: | €

1o

e Ign=log_2n VQ?M 90 30
nign=nlog_2n

o™ a 19 1y

4l lo 10

Supondo que um computador realize 1 Giga (1029) operagdes por segundo, temos:

. ® umalgoritmo de ordenacg&o O(n log n) leva, da ordem de, centésimos de
o segundo e 30 segundos, > 3 ,40787/}57 = 30 A0
e um algoritmo de ordenacéo O(n”2) leva, da ordem de, 16 minutos e 82 anos.

(o st ot | duibin,5ot, bbbl SeT

Animacao: https://www.youtube.com/watch?v=ZZuD6iUe3Pc
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(Bonus) Resolvendo a recorréncia por substituicao: T(n) = 2 * T(n/2) + cn

@_;—T@;E T(m)= 2TCw/2)+ cn= 2 T(a/a) + L em
- = 9 (2T(aM)ren/a)+ Co

= YT(m/M)+2cm = izT(m/f)Je 2Cm

T(m/a) = 2T(m/y) + cm/L

Tn/4) = 2T (/8 + ¢/
=N (Q_T(rr\/g)* ca/4)+2cm

T/8) = 2TONCN/E| o) e dem= 2 T(n/2%) 3 3en

= 8 (2T(m/36) +C/)«3cm

= L6 Te/1g)+ Yem= 24T (m/a) +4 cm

T(w)= 24T (w/a#)+ 4cm

tomoiot 4 vey M. =) =y [,(2H M =p = Lgm
§T T TR T

Em) . Zlﬁgm_ T(i)+,03n‘c.rn = m,é_+_W(

.
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Ern): &RZM,T(1)+%n.c.m$m,gW
\]a/w@i (H%Pw O,Ju a ﬁmmwﬂo\ Ollc?b?w@j Ldja

Coge bope: T(1) = 1.c:+c.l.%(‘71 e V/

HI: T(w)- Crhtugjnﬂl‘f- cm' p/ m'dm

QflMer'-E‘“)
acla HT.

i

LT (n/2) +cm
il((’_ (m/2) Qg ("‘ﬂ/él) * e, (ﬂ/&)) + e

%w\ c m Feom+em
m+ ¢m

Yoo e T(m) 2 Gmﬁg,rwr Cm = @(m%m)
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