PAA - Aula 04
Analise Assintotica

Analise assintética € um ferramental matematico que
e nos da vocabulario para descrever a eficiéncia de algoritmos
e e permite formalizar varios principios da analise.

Principios da analise de algoritmos:
e analise de pior caso,
e pouca atengao para constantes multiplicativas e termos de menor ordem,
¢ foco no comportamento dos algoritmos para entradas grandes.

Ela é simples o bastante para ignorar aspectos sobre os quais
e nao temos controle ou interesse quando analisamos um algoritmo, como
o detalhes de implementacao, linguagem, compilagao e arquitetura.

Mas é precisa o bastante para diferenciar algoritmos,
e e permitir escolhas embasadas ao resolver um problema,
o particularmente quando as entradas sao grandes.
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Notagio@ T (m) € O (£) <ob T () & O(K(w)d=d Tm) = 0 (f(w)

Considere duas funcdes'T e f, definidas nos inteiros positivos.
° T(M) = Oé(f(nn))significa que, para um n suficientemente grande,
o uma constante vezes f(n) limita superiormente T(n).
e Aintuicdo é que, assintoticamente, T cresce'no maximo tao rapido quanto f.

(> o Bare domnedt ot T sim o eopho iy M&x\‘?ltcaﬁim
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Exemplos graficos:

Definicao formal:

. T(m):@@@)se existem constantes Mo £ (G tais que
T(m) 4 C‘F’(ﬂr\) para todo ) } Mo

e Note que e nao podem depender de n.
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Definicao formal:
e T(n) = O(f(n)) se existem constantesB_O ec> E)]
o tais queﬁ(n) <= c " f(n) para todo n >=n_0.
e Note que n_0 e c ndo podem depender den.

Exemplo 1: T(n) =10nign+10n é O(n Ig n)?

Prova: Queremos encontrar constantes ( % ”/\o tais que,

e paratodo mn ) M, temos T(m) = “0%%%* [Oni&C mﬁgm

Para tanto, vamos manipular T(n) usando limitantes superiores

E:(m om,(?mfflgm(lom%t(nJrlom ﬂn—lom%j

P/méa
Como, para .= 90 ¢ M, = ) temos T(m)&c ™ %Cﬂ centao | (M) & o(m Qg ry;)
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Exemplo 2: T(n) [kn/\k+ak1n/\k1+ +a1n+aae0(n/\k)

Prova: Queremos encontrar constantes C ¢ V! o tais que w
e paratodo® 2 Mg temos [(m) - 5 - iio O "L e.m
e Para tanto, vamos,manipular T(n) usando limitantes superlores

D)‘ia(hé. mﬁz‘qlm ZIQ\
P/fma“‘o

e Como,para C= la,ltla,l+...tlaxl « m, =1
o temosT(w)L ¢.nt , concluimos que T(m) c O(mk)

Exemplo 3: T(n) = nAk ndo & O(n/\((—‘l).

Prova: Por contradicao, vamos supor que En) =nrk é O(n/\(k—@ ou seja,
e supomos que existem ¢ » Vistais que, para o) > m,
o temos T(n) = ™ L c m“—*

e Como M2 @ temos
> M}\“LL c.nt :D n Lc

e Como o resultado deve valer para todo W\ P
o C2 M ndo ¢ constante, o que é um absurdo.
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Y-+10
Exemplo 4: T(n) = 2”A(n+10) é O(27n)? (m) oL

Prova: Queremos encontrar constantes C £ Metais que,

e paratodo m2Yotemos [ () = W'LQ' e 9"
n-{0

T 2" = 0" A0
[ coufaX
e Portanto, para (] = 1‘0 0 My= | temos T(M> 4 ¢ . 1" =D T(m) c O(l“)

Exemplo 5: T(n) = 2A(10n) ndo é O(2”n). T(M) -

Prova: Por contradicdo, vamos supor que T(n) = 2~(10n) é O(27n), ou seja,
e supomos que existem ( x W, tais que, para ¥\ 2 Mo
o temos T()= 92" ¢ ¢ .2
e Como ;L =@ ) temos

—R“‘): Iom ( (h)lo l @) lm A c l ?:D C

e Como o resultado deve valer paratodo M 2 m o,
o C 7 2" ndo é constante, o que é uma contradlgao
- —

°IM

Tw)= 24" = ()
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Notacdo Omega ()

Considere duas funcdes T e f, definidas nos inteiros positivos.
o | (m) =)L ?(m)) significa que, para um'n suficientemente grande,

o uma constante vezesf(n) limita inferiormente T(n).
e Aintuicdo é que, assintoticamente, T cresce pelo menos tao rapido quanto f.

Exemplos graficos: 1c (o)
"’r(“") T ()
. L A
- \\\\\ + ) =
| || I ’ !
’ > —

/J Mg m /J mn
Definicao formal:
e T(w) = _O..(\e(nn)) se existem constantes M. & C tais que

T(w)(Zc f(n)paratodo N 2 Mg
e Note que M, « C nao podem depender de n.
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w:!o

Exemplo 1: T(n) = 22(n+10) € Omega(2/n)? | (w\

Prova: Queremos encontrar constantes C £ Mgtais que,
"
e paratodo M 2 7, temos T(m) ”‘*‘0 2 C. ).

V\ [
:DE( A 2 2"
e Portanto, para ¢ = ) M\, ) temos ‘T‘(%) > l“f\
c= g
Exemplo 2: T(n) = 2A(10n) é Omega(@*n)? | (m = = (9.09)

Prova: Queremos encontrar constantes C 4 Mtais que,
e paratodo () Metemos 1 (n) 3 ¢ 2"

E@) 2@ 26 ;@
Y

R/m30
e Portanto, para C=| 4 % = )temos

T(w) e L7
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Notacdo Theta — (7

Considere duas funcdes T e f, definidas nos iW'
° T(m): @(-F(m) significa que, para um n suficientemente grande,
o f(n) limita. T(n) tanto inferiormente quanto superiormente.
e Aintuicdo € que, assintoticamente, T e f crescem igualmente rapido.

Exemplo grafico:

Fw)
k-

L
L{ﬂ)

— No

Definicéo formal:
o I (“") - G(WE(M)) se existem constantes |, C, >0, (,>0tais que
C,A(n) &L T(m) L Cyf (o) paratodo > Ma

e Note que M c, C, nao podem depender de n.
/ /
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Exemplo 1: T(n) = max({f, g} € Theta(f(n) + g(n)).
Prova: Queremos encontrar constantes mo C1,Ca tais que,

e paratodo M 2Motemos ({2 (m) Z'T(m) L B QC(M)*JC“"))

e Buscando primeiro o limitante superior temos

T(m)= mage Yf(m)j(mi éﬂz(m + (m)
o Portanto, para (, - AWRIN =] temos T((\'\) L Cg(&((\/\) 42@0)
e Buscando agora o limitante inferior observamos que
{3(%)1‘3(”‘) mae 1F m)ﬁ(%)})«%\g(u)/@} B & ) waye 1w )g ()

° i .f(hr
AT Ty = o (00,5 @) 7 G(M)fg(“*))/l o)
o Portanto, par. ! tem
ortanto, para C, = I/, ¢ M) te OSE Y (%m)/egw))

Exemplo 2: Para T(n) = (1/2)nA2 + 3n responda
e T(nN)éOMN)? Voo

e T(n) é Omega(n)? S/ T e o Q,(l(m))

e T(nN)é0O(M"3)? S

e T(n) é Theta(n"2)? S, .

Tw) € w (’F(M))

(o) @3:_7/0 9 6rmn U
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(Bénus) Exemplo 3: T(n) = 2”An + 15n72 & Theta(2/n)?

Prova: Queremos encontrar constantes c1, c2 e n_0 tais que,
e paratodon>=n_0,temos cl1 *2”n <=T(n) <=c2 *27n

e Buscando primeiro o limitante inferior temos
T(n) = 2”n + 15072 >= 2/ n

o Portanto, parac1 =1en_0=0temos cl1 *2”n <=T(n).

e Buscando agora o limitante superior temos
T(n) = 2"n + 15nA2
<=2"n+2”n (paran>= 16, pois 2*n >= 15n"2 —
—n>=Ilg(15n"2) > n>=Ig15+2Ign—
—n-2lgn>=Ig15)
=2*2"n

o Portanto, parac2 =2 e n_0 = 16 temos T(n) <= c2 * 2/n.

Note que, quando demonstramos que uma funcéo é Theta de outra,
e podemos chegar a n_0s diferentes para os limitantes inferior e superior.

o No final usamos o maior dentre eles.
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(Bonus) Notacéo little omicron

Considere duas funcdes T e f, definidas nos inteiros positivos.
e T(n) = littleomicron(f(n)) significa que, para qualquer constante ¢ > 0,
o existe n_0 > 0 tal que T(n) <= ¢ * f(n) para todo n >=n_0.
e Intuitivamente, quer dizer que T cresce assintoticamente mais devagar que f.

Exemplo: para qualquer k >= 1 temos T(n) = n(k-1) = littleomicron(n”k)?
Prova: Tome uma constante ¢ > 0 arbitraria.
e Queremos encontrar um limitante inferior n_0 para n tal que

Tn)=nAk-1)<=c*n*k—>1<=c*n—-n>=1/c

e Escolhendo n_0 = 1/c temos T(n) <= ¢ * n"k.
e Como c foi escolhido arbitrariamente a prova esta concluida.
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(Bo6nus) Notacéo little omega

Considere duas funcdes T e f, definidas nos inteiros positivos.
e T(n) = littleomega(f(n)) significa que, para qualquer constante ¢ > 0
o existe n_0 > 0 tal que T(n) >= ¢ * f(n) para todo n >=n_0.
e Intuitivamente, quer dizer que T cresce assintoticamente mais rapido que f.

Exemplo: para qualquer k >= 1 temos T(n) = n”k = littleomega(n/(k-1))?
Prova: Tome uma constante ¢ > 0 arbitraria.
e Queremos encontrar um limitante inferior n_0 para n tal que

Tn)=n*k>=c*n™MNk-1) > n>=cC

e Escolhendo n_0 = c temos T(n) >= ¢ * nA(k-1).
e Como c foi escolhido arbitrariamente a prova esta concluida.
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