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Recapitulando

Defini¢do de ordenagdo (crescente):

e Um vetor v[0..n — 1] estd ordenado se
v[] < v[1] <--- <v[n—1].

Problema da ordenacao:

@ Dado um vetor v de tamanho n, permutar os elementos de v até
ele ficar ordenado.

Exemplo:
0 7
Entrada ’77‘55‘11‘44‘33\22\88\66\
Saida 0 :

111]22[33]44|55|66]77]88]|
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Recapitulando

Vimos algoritmos iterativos com tempo O(n?) no pior caso:
@ insertionSort,
@ selectionSort,

@ bubbleSort.

Também vimos o heapSort, que usa uma estrutura de dados para
atingir tempo O(nlog n).
Na aula de hoje:

@ Técnica de projeto de algoritmos divisdo-e-conquista.

@ Algoritmo de ordenacdo mergeSort.

@ Arvore de recursdo para analisar eficiéncia de algoritmo recursivo.
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Divisdo-e-conquista

Uma das principais técnicas de projeto de algoritmos.

Apresenta trés passos em cada nivel da recursao:

Dividir o problema é dividido em subproblemas menores do
mesmo tipo.

Conquistar os subproblemas s3o resolvidos recursivamente, sendo
que os subproblemas pequenos (casos bases) sdo
resolvidos diretamente.

Combinar as solugdes dos subproblemas sdo combinadas numa
solugdo do problema original.
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Divisdo-e-conquista e o mergeSort

Algoritmo usa abordagem n3o trivial para vencer a barreira do n.

Exemplo:
0 7
| 77|55[11]44[33]22]88]66 |
Dividir em dois subvetores.

0 3 4 7
|77|55[11]44] [33]22]88]66 ]|
Conquistar recursivamente (lembrar dos casos base).
0 3 4 7
|11]44]55[77] |22[33]66]88]
Combinar por intercalagdo (merge).
0 7

111]22[33]44 5566|7788 ]|
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Problema da intercalacao

Dados v[p..g — 1] e v[q..r — 1] ordenados, obter v[p..r — 1] ordenado.

Exemplo:
; I=p qg—1 Jj=4q r—1
VRNV I Taas5] 77 | [ 22 [33]66] 88 |
k=20 r—p—1

J I N O A |
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
i J
VTV i T4a]55 77| [22]33]66]68]
k

e CI T T T 1T 1]
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
VetOfV,11\4l4\55\77\ ]212\33\66\88\
k
vetor w ’ 11 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
VetOfV,11\4l4\55\77\ ]22\313\66\88\
k
vetor w ’ 11 ‘ o7 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:

VetOfV,11\4l4\55\77\ ]22\33\616\88\
k

veerw a2 s | | | ||
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:

Veto”’y11\44\515\77\ !22\33\6%\88\
k

veerw i3s3 44] [ | ]|
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
i J
VTV i Taa]55 77| [22]33]66]68]
vetor w k

111]22[33]44|55] | | |
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
i J
VTV i T4a]55 77| [22]33]66]88]
vetor w K

|11]22[33]44|55]66] | |
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
i J
VTV i T4a]55 77| [22]33]66]88]
vetor w K

111]22[33]44|55]66|77] |
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Exemplo: rotina de intercalacao

A cada iteracdo o menor elemento é colocado em w.

Exemplo:
i J
VTV i T4a55 77| [22]33]66 ]88
vetor w K

111]22]33]44|55|66]77]88]
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Intercala subvetores ordenados v[p..q — 1] e v[q..r — 1].

void intercala (int %v, int p, int g, int r) {
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Inicializa variaveis para percorrer os vetores.

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Aloca vetor auxiliar.

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Enquanto vetor auxiliar ndo estiver completo.

void intercala (int %v, int p, int g, int r) {
int i =p, Jj =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (k < tam) {
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Copia 0 menor elemento dentre os subvetores.

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (k < tam) {
o (vli] <= vIi]) wike+H = vit+]
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Copia 0 menor elemento dentre os subvetores.

void intercala (int %v, int p, int g, int r) {
int i =p, Jj =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (k < tam) {
o (vi] <= vIi1) wiket] = v[i+]
else /s v[i] > v[j] =/ wlk++] = v[j++];
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Copia os elementos em ordem para o vetor original.

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (k < tam) {
o (vi] <= vIi1) wiket] = v[i+]
else /s v[i] > v[j] =/ wlk++] = v[j++];

for (k = 0; k < tam; k++)
viptk] = wlk];
free(w);

23 de setembro de 2019
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Cddigo: rotina de intercalagdo

O que acontece se i > g ou j > r no primeiro laco?

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (k < tam) {
o (vi] <= vIi1) wiket] = v[i+]
else /s v[i] > v[j] =/ wlk++] = v[j++];

for (k = 0; k < tam; k++)
viptk] = wlk];
free(w);

23 de setembro de 2019 23 /47

Professor: Mario César San Felice Ordenacdo por intercalacdo (mergeSort)



Cddigo: rotina de intercalagdo

O que acontece se i > g ou j > r no primeiro laco?

void intercala (int xv, int p, int q, int r) {
int i =p, j =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (i < q&& j < r) {
i (v[i] <= v[j]) wlke+] = v[i++];
else /x v[i] > v[j] */ wlk++] = v[j++];

for (k = 0; k < tam; k++)
viptk] = wlk];
free(w);
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Cddigo: rotina de intercalagdo

E se sobrarem elementos em um dos subvetores?

void intercala (int %v, int p, int g, int r) {
int i =p, Jj =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (i < q&& j < r) {
i (v[i] <= v[j]) wlke+] = v[i++];
else /x v[i] > v[j] */ wlk++] = v[j++];

for (k = 0; k < tam; k++)
viptk] = wlk];
free(w);
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Cddigo: rotina de intercalagdo

Copia os elementos que sobraram para o final de w.

void intercala (int %v, int p, int q, int r) {
int i =p, Jj =9, k=20; int tam = r—p;
int * w= malloc(tamxsizeof(int));

while (i < q&& j < r) {
i (v[i] <= v[j]) wlke+] = v[i++];
else /x v[i] > v[j] */ wlk++] = v[j++];

}

while (i < q) wlk++] = v[i++];

while (j < r) wlk++] = v[j++]

for (k = 0; k < tam; k++)
v[p+k] = wik];

free(w);
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Analise de corretude: rotina de intercalacao

Exercicio: mostrar a corretude da rotina de intercalacao.
Dica: Provar por indugdo usando os seguintes invariantes.

No inicio de cada iteragao temos que:

w[0..k — 1] contém os elementos de v[p..i — 1] e v[q..j — 1],
w[0..k — 1] esta ordenado.

wlh] < v[l]para0< h< kei<I<gq.

wlh] < v[l]para0< h<kej<I<r.

Estrutura da prova por inducao:
Caso base mostrar que vale quando k = 0.
Hipdtese de Inducdo o préprio invariante para k' < k.

Passo mostrar, usando a H.I., que o comportamento do
algoritmo preserva o invariante na iteracao k.
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Andlise de eficiéncia: rotina de intercalacao

O nidmero de operagdes é proporcional ao tamanho do vetor,
ou seja, O(tam) = O(r — p).

Isso pode n3o parecer evidente por conta dos vérios lacos do
algoritmo.

No entanto, basta perceber que em cada iteracao, de qualquer laco, i
ou Jj sdo incrementados.

Como 7 é sempre menor que g e j é sempre menor que r,
temos no maximo (g — p) + (r — q) iteragdes.

Como (g — p) + (r — q) = r — p, o resultado segue.
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Divisdo-e-conquista e o mergeSort, o retorno

Sabendo como a intercalacdo funciona, voltamos ao mergeSort.

Exemplo:
0 7
| 77|55[11]44[33]22]88]66 |
Dividir em dois subvetores.

0 3 4 7
|77|55[11]44] [33]22]88]66 ]|
Conquistar recursivamente (lembrar dos casos base).
0 3 4 7
|11]44]55[77] |22[33]66]88]
Combinar por intercalagdo (merge).
0 7

111]22[33]44 5566|7788 ]|

Ordenacdo por intercalacdo (mergeSort) 23 de setembro de 2019 29 /47



Cdédigo: mergeSort

Ordena os elementos do vetor v entre as posi¢des p e r — 1.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {
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Cdédigo: mergeSort

Dividir: Encontra o meio do vetor.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {
int m;

m=(p+r)/ 2
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Cdédigo: mergeSort

Notem que (p+r)/2=p+(r—p)/2=p+ tam/2.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {
int m;

m=(p+r)/ 2
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Cdédigo: mergeSort

Conquistar: chamadas recursivas nos dois subvetores.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {
int m;

m=(p+r)/ 2
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
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Cdédigo: mergeSort

Combinar: intercala os dois subvetores ordenados.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {

int m;

m=(p+r)/ 2
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
intercala (v, p, m, r);
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Cdédigo: mergeSort

Esse algoritmo para?
void mergeSort (int *v, int p, int r) {
int m;

m=(p+r)/ 2
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
intercala (v, p, m, r);
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Cdédigo: mergeSort

Tratar casos base em que o vetor tem tamanho Oou 1, ie., r—p < 1.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {

int m;

if (r—p>1){
m=(p+r)/ 2
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
intercala (v, p, m, r);
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Cdédigo: mergeSort

Para ordenar o vetor v inteiro chamar a fungdo com p=0e r =n.

void mergeSort (int *v, int p, int r) {

int m;

if (r—p>1){
m=(p+r)/ 2
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
intercala (v, p, m, r);
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Cdédigo: mergeSort

Bonus: calculo levemente diferente de m para evitar erro numérico.

void mergeSort (int xv, int p, int r) {
int m;
if (r—p>1){
[/ m=(p+r) /] 2
m=p+ (r —p) / 2;
mergeSort (v, p, m);
mergeSort (v, m, r);
intercala (v, p, m, r);

Professor: Mario César San Felice Ordenacdo por intercalacdo (mergeSort) 23 de setembro de 2019 38 /47



Exemplo: mergeSort

Chamadas recursivas em paralelo para facilitar a compreensao.

Inicio: 1 vetor de tamanho 8.
0 7

| 7755 11]44|33[2288]66 |
Divis3ao: 2 vetores de tamanho 4.

0 3 4 7
|77]55]11]44|  |33]22]88]66 |
Divisdo: 4 vetores de tamanho 2.
0 1 2 3 4 5 6 7

(77|55 [11]44| [33]22] [88]66 ]|
Divisdo: 8 vetores de tamanho 1.
0 1 2 3 4 5 6 7
| 77]|55| [11|[44] [33][22] |88]]66 |
Caso base: vetores com tamanho 1.
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Exemplo: mergeSort

Chamadas recursivas em paralelo para facilitar a compreensao.

Caso base: chamadas recursivas voltam.
0 1 2 3 4 5 6 7

(77|55 [11 |44 |33][22] |88][66 ]
Combinar: intercalacdo ordena 4 vetores de tamanho 2.
0 1 2 3 4 5 6 7

155|77] [11]44] [22]33] |66]88]
Combinar: intercalacdo ordena 2 vetores de tamanho 4.

0 3 4 7
|11]44]55]77| |22[33]66]88]
Combinar: intercalagdo ordena 1 vetor de tamanho 8.
0 7

[11]22[33[4455|6677]88]
Fim: o vetor inteiro foi ordenado.
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Andlise de corretude: mergeSort

Usamos indugdo para mostrar que mergeSort ordena um vetor de
tamanho n=r — p.

Caso base: ocorre quando o vetor tem tamanho 0 ou 1, ja estando
ordenado. Nestes casos r — p < 1 e o algoritmo termina.

Hipdtese de Inducdo: o algoritmo ordena corretamente vetores de
tamanho menor que n = r — p.

Passo: quando o algoritmo recebe um vetor de tamanho n, o
divide em dois subvetores menores. Pela H.l. sabemos
que os subvetores sao ordenados corretamente.
Finalmente, como a rotina de intercalacdo funciona,
obtemos um vetor ordenado de tamanho n.

Curiosidade: esta demonstra¢do ndo usa o fato do mergeSort dividir
o vetor ao meio.
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Andlise de eficiéncia: mergeSort

No pior caso o mergeSort leva tempo proporcional a O(nlog n).

Dicas para a anélise:
@ Divida o trabalho realizado pelo mergeSort em local e recursivo.
o Note que a fungdo T(n) =2T(n/2) + cn captura este trabalho.
@ Construa uma &rvore bindria de recursdo a partir de T(n).
Questdes:
@ Qual o nimero de niveis desta arvore?
@ Qual o nimero de subproblemas no nivel j da arvore?

@ Qual o tamanho de cada subproblema do nivel j da drvore?

Curiosidade: a técnica da arvore de recursao generaliza para o
Teorema Mestre.
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Andlise de eficiéncia: mergeSort
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Caracteristicas adicionais

Estabilidade:

@ Ordenac3o é estavel. Podemos mostrar isso usando inducdo e o
fato da rotina de intercalacao ser estavel.

Eficiéncia de espaco:

@ Ordenacdo ndo ¢ in place, pois usa a rotina intercala que precisa
de vetor auxiliar (e portanto memdria) proporcional ao tamanho
dos vetores sendo intercalados.

Curiosidade: podemos usar o algoritmo insertionSort como caso base
do mergeSort.

@ Isso traz vantagem pois o insertionSort tem constante menor que
o mergeSort, sendo por isso mais rapido quando n é pequeno.
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Comparacao de funcdes

Quao felizes devemos ficar com a melhoria que obtivemos?

Considere ordenar vetores num computador que faz 10 bilhdes de
operagdes por segundo (10GHz).

Quanto tempo ele leva para ordenar vetores de tamanho n?

’ n H log n \ nlogn \ tempo H n? \ tempo ‘
10% ou 1K || 10 10K | <1s | 10°ou 1M <1s
10° ou 1M || 20 20M | <1s 102 ou 103G | 100s
10° ou 1G || 30 30G | 3s 10'8 ou 10°G | 3,17 anos

Video com algoritmos de ordenacao:
https://www.youtube.com /watch?v=ZZuD6iUe3Pc.
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Bonus: mergeSort iterativo

void mergeSortl(int v[], int n) {

int b= 1;
while (b < n) {
int p = 0;
while (p + b < n) {
int r =p + 2 % b;
if (r>n)
r=on;
intercala(v, p, p+ b, r);
p=p+ 2 % b;
}
b =2 % b;
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Cenas dos préximos capitulos:

Na préxima aula: divisdo-e-conquista junto com aleatoriedade para
chegar ao mais répido algoritmo de ordenacdo baseado em
comparagoes, o quickSort.

Num tépico relacionado: para fazer ordenagao externa sao
generalizadas as ideias do mergeSort e do intercala.
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