Melhores momentos Recursao

A resolugdo recursiva de um problema tem
tipicamente a seguinte estrutura:

se a instancia em questdo & ‘‘pequena’’
resolva-a diretamente (use forga bruta
se necessario);

sendo

AULA 1 reduza-a a uma insténcia ‘‘menor’’ do

mesmo problema,
aplique o método a instancia menor e
volte a insténcia original.

Fatorial recursivo Diagramas de execugdo
fatorial(3)
1, quando n = 0, n
n! = 3  fatorial(2)

nXx (n—1)!, quandon > 0.
n
9 fatorial(1l)

n
1 fatorial(l)

long N

fatorial(long n) 0

{ return 1

if <Il = 0) return 1; return n * fatorial(0) =1 * 1
return n * fatorial(mn-1);

} return n * fatorial(l) = 2 % 1 = 2

return n * fatorial(2) = 3 * 2 = 6
Fatorial iterativo

long

fatorial(long n)

{

int i, ifat;
ifat = 1; AULA 2
for (i = 1; /*x1%x/ i <= n; i++)

ifat *= i;

return ifat;

3

Em /*1%/ vale que ifat == (i-1)!



Mais recursio

Fonte: http://commons.wikimedia.org/
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Problema do maximo

Problema: encontrar o valor de um elemento
maximo de um vetor v[0 . .n-1].

Entra:

0 4 n-1
v [10]44]10]35]99[40]20]65]55|50] 38 |

Sai: mdximo == 99

... alternativamente . ..

int maximoR(int n, int v[])

{

0 int x;

1 if (n == 1) return v[0];
2 x = maximoR(n-1, v);

3 if (x > v[n-1]) return x;
4 return v[n-1];

Problema do maximo

PF22e23
http://wuw.ime.usp.br/“pf/algoritmos/aulas/recu.html

Maximo recursivo
int maximoR(int n, int vI[])

{
1 if (n == 1)
2 return v[0];
3 else
{
4 int x;
5 ¥ = maximoR(n-1, v);
6 if (x > v[n-11)
7 return x;
8 else
9 return v[n-1];
+
}

Outro maximo recursivo
int maximo(int n, int v[]) {
1  return maxR(0, n, v);

b

int maxR(int i, int n, int v[])
{
if (i == n-1) return v[i];
else {
int x;
x = maximoR(i+1, n, v);
if (x > v[i]) return x;
else return v[i];

~N o oD W



... alternativamente . ..

int maximo(int n, int v[]) {
1 return maxR(0, n, v);

}

int maxR(int i, int n, int v[])

{

0 int x;
1 if (i == n-1) return v[il;
2 x = maximoR(i+1, n, v);
3 if (x > v[i]) return x;
4 return v[i];
}

Binomial recursivo

Regra de Pascal

0, quandon=0ek > 0,
(E): 1, quandon >0e k =0,
(*.")+ (:77), quando n,k > 0.

Binomial recursivo

long

binomialRO(int n, int k)

{

1 if (n==0 && k > 0) return 0;
2 if (n >= 0 && k == 0) return 1;
3 return binomialRO(n-1, k) +
4 binomialRO(n-1, k-1);

+

NGmeros binomiais

|
1
[
8
| 84 [126 [ 126 [ 84 | 36 | |

[ 120 [ 210 [ 252 [210 [ 120 | 45 | 1

11 | 65 [ 165330 [ 462 | 462 [330 [ 165 [ 55 [ 11 |
2

\

[
[
[

N4
3

[1 ]+ 220 | 495 [ 792 [ 924 [ 792 [ 495 [220 | &6 |
[ "1 113 | 78 | 286 | 715] 1287 1716] 1716] 1287 715 [ 286 | 78
[71 [ 14 | o1 | 364 | 1001 2002| 3003 | 3432|3003 | 2002 [ 1001 364 | 91 | 14
[ 115 [ 105 | 455 [ 1365 [ 3003 | 5005 | 6435 [ 6435] 5005 [ 3003 ] 1365 | 455 [ 105 [ 15 [ 1 |
1 | 16 | 120 | 560 | 1820 | 4368 | 8008 | 11440[12870 [11440] 8008 [4368 [ 1820 [ 560 [ 120 [ 16 | 1 |
[ [ 17 | 136 | 680 [ 2880 | 6188 [12376]19448[24310 24310 1944812576 | 6188 | 2380[ 680 [ 136 [ 17 [ 1 |

1 18 | 153 | 816 | 3060 | 8568 18564 | 31824 43758 48620| 43758| 31824 18564| 8568 | 3060 | 816 | 153 | 18 1

Fonte: http://blog.world-mysteries.com/

PF 2 (Exercicios)
http://wuw.ime.usp.br/ pf/algoritmos/aulas/recu.html

Binomial

01 2 3 4 5 6 7 8 k
0j(1. 0 0 O O 0 0 OO0
i1j1 1 0 O O O O OO
2/1. 2 1 0 O 0 0 0 O
3/11 3 3 1 0 0 0 0O
411 4 6 4 1 0 0 0 O
5/1 5 10 10 5 1 0 0 O
611 6 156 20 156 6 1 0 O
711 7 21 3 35 21 7 1 O
n

binomialR0(3,2)
binomialR0(3,2)
binomialR0(2,2)

binomialR0(1,2)

binomialR0(0,2)

binomialR0(0,1)
binomialR0(1,1)

binomialR0(0,1)

binomialR0(0,0)

binomialR0(2,1)

binomialRO(1,1)

binomialR0(0,1)

binomialR0(0,0)
binomialR0(1,0)

binom(3,2)=3.



Binomial iterativo

long binomialI(int n, int k)

{

int i, j, bin[MAX][MAX];

for (j = 1; j <= k; j++) bin[0] [k]
for (i = 0; 1 <= n; i++) bin[i] [0]

for (1 = 1; 1 <= n; i++)
for (j = 1; j <= k; j++)
bin[i][j] = bin[i-1]1[j] +
bin[i-1]1[j-1];

return bin[n] [k];

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 20
binom(30,20)=30045015

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 2

binom(30,2)=435
real

user

sys

Om0.002s
Om0.000s
Om0.000s

meu_prompt> time ./binomialR0O 30 2

binom(30,2)=435
real

user

sys

Om0.002s
Om0.000s
Om0.000s

Resolve subproblemas muitas vezes

binomialR0(3,2)
binomialR0(2,2)
binomialR0(1,2)

real
user
sys

Om0.002s
Om0.000s
Om0.000s

meu_prompt> time ./binomialRO 30 20
binom(30,20)=30045015

real
user
sys

Om17.886s
Om17.881s
Om0.000s

Resolve subproblemas muitas vezes

binomialR0(5,4)
binomialR0(4,4)
binomialRO(3,4)
binomialRO(2,4)
binomialRO(1,4)
binomialR0(0,4)
binomialR0(0,3)
binomialR0(1,3)
binomialR0(0,3)
binomialR0(0,2)
binomialRO(2,3)
binomialRO(1,3)
binomialR0(0,3)
binomialR0(0,2)
binomialRO(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialRO(3,3)
binomialR0(2,3)
binomialR0(1,3)
binomialR0(0,3)

binomialR0(0,2)
binomialR0(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialR0(2,2)
binomialR0(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialR0(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialRO(4,3)
binomialR0(3,3)
binomialR0(2,3)
binomialRO(1,3)
binomialR0(0,3)
binomialR0(0,2)
binomialRO(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialR0(2,2)

binomialR0(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialRO(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialRO(3,2)
binomialR0(2,2)
binomialRO(1,2)
binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialRO(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialR0(2,1)
binomialRO(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialRO(1,0)
binom(5,4)=5.

binomialR0(0,2)
binomialR0(0,1)
binomialR0(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialR0(2,1)
binomialRO(1,1)
binomialR0(0,1)
binomialR0(0,0)
binomialR0(1,0)
binom(3,2)=3.

Mais eficiente ...

Regra de Pascal
0, quando n < k,

(") + (¢°]), quandon,k > 0.

quandon =k ou k = 0,



Mais eficiente ...

long

binomialR1(int n, int k)

{

1 if (n < k) return O;

2 if (n ==k || k == 0) return 1;
3 return binomialR1(n-1, k)
4 + binomialR1(n-1, k-1);
+

E agora? Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 40 30
binom(40,30)=847660528

real Om0.002s
user Om0.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./binomialR1l 40 30
binom(40,30)=847660528

real Om14.001s
user Om13.997s
sys Om0.000s

Resolve subproblemas muitas vezes?

binomialR1(5,4)
binomialR1(4,4)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binom(5,4)=5.

E agora? Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 20
binom(30,20)=30045015

real
user
sys

Om0.002s
Om0.000s
Om0.000s

meu_prompt> time ./binomialR1l 30 20
binom(30,20)=30045015

real
user
sys

Om0.547s
OmO.544s
Om0.000s

Resolve subproblemas muitas vezes?

binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binom(3,2)=3.

Resolve subproblemas muitas vezes?

binomialR1(6,4)
binomialR1(5,4)
binomialR1(4,4)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(5,3)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)

Sim!

binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(4,2)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(3,1)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binom(6,4)=15.



Resolve subproblemas muitas vezes?

binomialR1(7,4)
binomialR1(6,4)
binomialR1(5,4)
binomialR1(4,4)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialRi(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(5,3)
binomialRi(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialRi(4,2)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialRi(1,1)

Sim!

binomialR1(1,0)
binomialR1(3,1)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binomialR1(6,3)
binomialR1(5,3)
binomialR1(4,3)
binomialR1(3,3)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(4,2)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(3,1)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)

Arvore

Arvore da recursdo
binomialR1 resolve subproblemas muitas vezes.

binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binomialR1(5,2)
binomialR1(4,2)
binomialR1(3,2)
binomialR1(2,2)
binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(3,1)

binomialR1(2,1)
binomialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binomialR1(4,1)
binomialR1(3,1)
binomialR1(2,1) (

binemialR1(1,1)
binomialR1(1,0)
binomialR1(2,0)
binomialR1(3,0)
binom(7,4)=35.

Desempenho de binomialR1

Quantas chamadas recursivas faz a funcio
binomialR1?

E o dobro do niimero de adicdes.

Vamos calcular o nimero de adicdes feitas pela
chamada binomialR1(n,k).

Seja T(n, k) o nimero de adicBes feitas pela chamada
binomialR1(n,k).

Fonte: http://tfhoa.com/treework

long

Nimero de adicdes

binomialR1(int n, int k)

{

Nimero de adicdes

linha

1 =0
=0

namero de adicdes

1 if (n < k) return O;

2 if (n == || kK == 0) return 1;

3 return binomialR1(n-1, k)

4 + binomialR1(n-1, k-1);
+

2
3 = T(n—1k)
4 = T(n—1,k—1) +1

T(nk) =T(n—1k)+ T(n—1k—1)+1

Relacdo de recorréncia!



Relacdo de recorréncia

n <k,
n=kouk=0,
T(n—1,k) + T(n—1,k—1) +1, n,k > 0.

0,
T(n,k) =< 0,

Quanto vale T(n,k)?

Binomial
0 1 2 3 4 5 6 7 8 k
0|1 O 0 0 0 0O 0 0 O
1711 1 0 0 0 0O 0 0 O
211 2 1 0 0 0O 0 0 O
31 3 3 1 0 0 0 0 O
411 4 6 4 1 0O 0 0 O
5/1 5 10 10 5 1 0 0 O
6|1 6 15 20 15 6 1 0 O
711 7 21 35 35 21 7 1 O
n
Conclusdes

Devemos evitar resolver o mesmo subproblema
varias vezes.

O namero de chamadas recursivas feitas por
binomialR1(n,k) é

()

Namero T(n, k) de adi¢bes

T/IO01 2 3 4 5 6 7 8 k
0jo 0o 0 0 0O 0 0 0O

110 0 0 0 O OO0 0 O

2/01 60 0 0 0 0 OO

3]0 2 2 0 O 00 OO

40 3 5 3 0 0 00O

50 4 9 9 4 0 00O

6/0 5 14 19 14 5 0 0 O

710 6 20 34 34 20 6 0 O

n

Nimero de adicdes

O namero T(n,k) de adicdes feitas pela chamada
binomialR1(n,k) é

(-

O consumo de tempo da funcio é proporcional ao
namero de iteracdes e portanto é “proporcional’

a (3)-

Quando o valor de k é aproximadamente n/2

(x) 22

e 0 consumo de tempo é dito “exponencial’.

NS

Binomial mais eficiente ainda . ..

Supondo n > k > 1 temos que

B (n—1)! n
T oWk —1) k&

(n—1)! n
T (D - k-1 E—1) %

n—1 n
= X —.
(k—l) k



Binomial mais eficiente ainda . ..

Logo, supondo n > k > 1, podemos escrever

. n, quando k =1,
(k) - (nfl) n

1) X %, quandok > 1.
long
binomialR2(int n, int k)
{

1 if (k == 1) return n;
2 return binomialR2(n-1, k-1) * n / k;
+

A fun¢do binomialR2 faz recursdo de cauda (Tail
recursion).

E agora, qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 2
binom(30,2)=435

real Om0.002s
user Om0.000s
sys O0m0.000s

meu_prompt> time ./binomialR2 30 2
binom(30,2)=435

real Om0.002s

user Om0.000s

sys Om0.000s
Conclusido

O namero de chamadas recursivas feitas por
binomialR2(n,k) ék — 1.

binomialR2(20,10)

binomialR2(20,10)
binomialR2(19,9)
binomialR2(18,8)
binomialR2(17,7)
binomialR2(16,6)
binomialR2(15,5)
binomialR2(14,4)
binomialR2(13,3)
binomialR2(12,2)
binomialR2(11,1)
binom(20,10)=184756.

E agora, qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./binomiall 30 20
binom(30,20)=30045015

real Om0.002s
user Om0.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./binomialR2 30 20
binom(30,20)=30045015

real Om0.002s
user Om0.000s
sys Om0.000s

Apéndice: Nimeros de Fibonacci

Fonte: http://www.geek.com/geek-cetera/
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Nameros de Fibonacci

Fi=1 Fon=Fn1+Fno

n\ 2 456 7 8 9
Fn\ 1 358 13 21 34
Algoritmo recursivo para Fy:

long fibonacciR(int n)
{
if (n == 0) return 0;
if (n == 1) return 1;
return fibonacciR(n-1) +
fibonacciR(n-2);

Fibonacci iterativo
long fibonacciI(int n) {

long anterior = 0, atual = 1, proximo;

int 1i;
if (n == 0) return 0;
if (n == 1) return 1;
for (1 = 1; 1 < n; i++)
{
proximo = atual + anterior;
anterior = atual;
atual = proximo;
}

return atual;

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 20

fibonacci(20) = 6765

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./fibonacciR 20

fibonacci(20) = 6765

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

fibonacciR(4)

fibonacciR(4)

fibonacciR(3)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)
fibonacciR(1)
fibonacciR(2)
fibonacciR(1)
fibonacciR(0)

fibonacci(4) =

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 10
fibonacci(10)=55

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./fibonacciR 10
fibonacci(10)=55

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonacciI 30
fibonacci(30) = 832040

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./fibonacciR 30
fibonacci(30) = 832040

real OmO.049s
user OmO.044s
sys Om0.000s



Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 40
fibonacci(40) = 102334155

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./fibonacciR 40
fibonacci(40) = 102334155

real Om4.761s
user Om4.756s
sys Om0.000s

fibonacciR(5)

fibonacciR resolve subproblemas muitas vezes.

fibonacciR(5) fibonacciR(1)
fibonacciR(4) fibonacciR(0)
fibonacciR(3) fibonacciR(3)
fibonacciR(2) fibonacciR(2)
fibonacciR(1) fibonacciR(1)
fibonacciR(0) fibonacciR(0)
fibonacciR(1) fibonacciR(1)
fibonacciR(2) fibonacci(5)

Arvore da recursdo
fibonacciR resolve subproblemas muitas vezes.

Qual é mais eficiente?

meu_prompt> time ./fibonaccil 45
fibonacci(45) = 1134903170

real Om0.003s
user Om0O.000s
sys Om0.000s

meu_prompt> time ./fibonacciR 45
fibonacci(45) = 1134903170

real Om52.809s
user Omb2.727s
sys Om0.000s

fibonacciR(8)

fibonaccir resolve subproblemas muitas vezes.

fibonacciR(8) fibonacciR(1) fibonacciR(2)
fibonacciR(7) fibonacciR(2) fibonacciR(1)
fibonacciR(6) fibonacciR(1) fibonacciR(0)
fibonacciR(5) fibonacciR(0) fibonacciR(1)
fibonacciR(4) fibonacciR(5) fibonacciR(2)
fibonacciR(3) fibonacciR(4) fibonacciR(1)
fibonacciR(2) fibonacciR(3) fibonacciR(0)
fibonacciR(1) fibonacciR(2) fibonacciR(3)
fibonacciR(0) fibonacciR(1) fibonacciR(2)
fibonacciR(1) fibonacciR(0) fibonacciR(1)
fibonacciR(2) fibonacciR(1) fibonacciR(0)
fibonacciR(1) fibonacciR(2) fibonacciR(1)
fibonacciR(0) fibonacciR(1) fibonacciR(4)
fibonacciR(3) fibonacciR(0) fibonacciR(3)
fibonacciR(2) fibonacciR(3) fibonacciR(2)
fibonacciR(1) fibonacciR(2) fibonacciR(1)
fibonacciR(0) fibonacciR(1) fibonacciR(0)
fibonaceiR(1) fibonacciR(0) fibonacciR(1)
fibonacciR(4) fibonacciR(1) fibonacciR(2)
fibonacciR(3) fibonacciR(6) fibonacciR(1)
fibonacciR(2) fibonacciR(5) fibonacciR(0)
fibonacciR(1) fibonacciR (4) fibonacei(8) = 21.
fibonacciR(0) fibonacciR(3)

Consumo de tempo

T(n) := namero de somas feitas por fibonacciR(n)

long fibonacciR(int n)
{
if (n == 0) return 0;
if (n == 1) return 1;
return fibonacciR(n-1) +
fibonacciR(n-2);

D w N -



Consumo de tempo Recorréncia

T(0) =0
linha ndmero de somas El; 0
; ig T(n) =T(n—1)+T(n—2)+1 paran=2,3,...
3 =T(n—1
4 = TEE — 2% +1 Uma estimativa para T(n)?

Tn) =Tn—1)+Tn—-2)+1

Recorréncia Recorréncia
Prova: T(6) =12 > 11.40 > (3/2)% e
T(7) = 20 > 18 > (3/2)".
Se n > 8, entdo

T(0)=0
T(1) =0 Tn) = Tn—1)+Tn—2)+1
Tn) =Tn—1)+T(n—2)+1 paran=2,3,... I; 3271 4 (3/2 4 1

3/2+41)(3/2" 2 +1
Uma estimativa para T(n)? /2+1)(3/2)

(
(
> (5/2)(3/2)"*
Solucdo: T(n) > (3/2)" paran > 6. = (9/4) (3/2),, 9
n |01 2 3 4 5 6 7 8 9 ) -
T, |0 0 1 2 4 7 12 20 33 54 = (3/2°G/2"
(3/2» |1 1.5 2.25 3.38 5.06 7.59 11.39 17.09 25.63 38.44 = (3/2)".
Logo, T(n) > (3/2)". Consumo de tempo é exponencial.
Conclusao Exercicios
Prove que
nt+l _ Intl
T(n):w—l paran=0,1,2,...
O consumo de tempo é da funcdo V5
fibonaccil(n) é proporcional a n. onde
1 5 ~  1—=4/5
6= +2f ~ 161803 e &= 2‘/— ~ —0,61803.

O consumo de tempo da funcdo fibonacciR é
exponencial.

Prove que 1+ ¢ = ¢*.

Prove que 1+ ¢ = ¢2.



