PAA - Aula 1617 /1& © z
Union Find, k-Clusterizacao com Espalhamento Maximo -7 \

Union Find é uma estrutura especializada em registrar particées de um conjunto,
o i.e., em manter o registro das partes em que se divide tal conjunto.
e Na ultima aula usamos essa estrutura no algoritmo de Kruskal,
o para consultar a que componente conexa pertence cada vértice.

Union Find suporta trés operagoes:
e makeSet( €) - cria uma parte (subconjunto) apenas com o elemento &,
e find(€) - devolve o representante da parte em que esta &
e union( 6/ F) - une a parte de € com a parte de ~P

Em uma das implementacdes mais simples dessa estrutura, —
e todo elemento de uma parte aponta para o representante da mesma. @ {;\
o Com isso, as operacoes makeSet() e find() levam tempo O L)
e No entanto, a operago union() pode levar tempo O(m)
o 0 que acontece se os conjuntos envolvidos tem muitos elemento

Quiz1: Curiosamente, um pequeno detalhe da implementagao
o pode tornar essa implementacéo eficiente. Qual é esse detalhe?
e Dica: vocé so precisa trocar o representante de um dos conjuntos.
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Para tornar essa primeira implementacado do Union Find mais eficiente, \©
o na unido apenas o representante da menor parte envolvida é alterado."
e Para isso é preciso aumentar a estrutura ‘

o guardando (e atualizando) o tamanho de cada parte. A b
e Note que, mesmo nesse caso uma operacao union() pode levar tempo Qﬂv\)

o caso cada conjunto tenha /) elementos, por exemplo. Lo 1/
. - | @ 1
e No entanto, o custo amortizado da uniao passa a ser ﬂ 4% NP ‘\

Para ver isso, responda: Quantas vezes um representante pode ser alterado? —
e Dado um elemento &, cada vez que o representante de £ ¢€ alterado,
o temos que uma unido fez a parte de € ao menos dobrar de tamanho:
e Sendo A o nlimero de alteracdes que o representante de ¢, sofreu,
o sabemos que o numera de elementos no conjunto de € >/ 2
m ja que no inicio temos 91 - gf’* -~ L elemento por conjunto.
e Como (y| é o nimero maximo de elementos, temos (1| > B Mo ce (6) >ah
e Somando ao longo de todos os (/| elementos, =D K
o o total de alteracdes de representantes é 0 (m ﬂ W\)
J

& ~Q8,vn

Essa implementacéao é suficiente para garantir
o que o algoritmo de Kruskal rode em tempo Q(Gv\ ,Q% W\)
e Mas existem impressionantes melhorias na implementacéo dotUnion Find.
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Continuando o estudo de implementacdes para o Union Find,
e vamos ver as melhorias: Lazy Unions + Union by Rank + Path Compression.

Lazy Unions (Uniées Preguicosas)

Na nossa primeira implementacgao find() custa Q (L) e union() custa O( m)
e \Vamos tentar reduzir o trabalho realizado pelas unides.

Exemplo:

Ideia: a unido faz apenas o pai do representante de um dos conjuntos
—_— P, - ——
o se tornar o representante do outro conjunto.

e Quiz2: Como essa mudanca afeta o fi‘n—d’()? JWLP,/)JMQ\IL :# P&A
Pseudocodigo do union( G’J? ): PL = «FMOK (@) l N, = ehok(F)/ RL~bp0u\ = [lqy

Implementagi\ocg-)mvetorq - L Drr & L 2 3 4T 6

TS| — gD

g /@
Eficiéncia de pior caso: / 7N A
i i O(m) | @ e A
e Tanto find() quanto union() podem custar ”\) Q / :‘D/ o / J
9, s é

/

[ /
[ /
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Union by Rank (Uniao baseada em Posto) B o oy

Ideia: para evitar as piores arvores, podemos conectar a mais baixa a mais alta.

Exemplo: ®\ \ ) \
1 S Ny
@ ® K@@ ) \
o >/ ° e |
Definicéo de rank: n_1a_|‘or # de saltos do n¢ até uma folha: _/

e No inicio todo elemento tem rank |gual a@®

Invariante: rank(€)= | + (how [ Rowh, (‘F)} /

£ e fide (o)
Pseudocdédigo do union( -P
Ry~ oud () Ma=Fued (€),
= 30 p,oJL(m) Rouh (No) : ﬁM(leH
Se QMQU)> Xlouk(ﬂl): 519_45]00/{:%?1 \\éwoq

- .
Jhay: N —DPM =N,y @
Como os ranks mudam com as operagdes?
e So6 aumentam na uni@o de conjuntos de mesmo rank. 0 P O L
e nee s . AN
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' LN ek A
Lema Tamanho vs. Rank: um conjunt%an < tem tamanho > IR
e Aintuicéo € que cada uni@o que aumenta o rank de um elemento
o também dobra o tamanho do subconjunto resultante.
~-—’_—'ﬂ - T
e \amos provar por inducao em [~

[

SN
Base: (> @temos Q.r=9, = | elemento.

H.l.: Resultado vale para A - |

Passo: Se o rank de um elemento se tornou W >c9ﬁ, J

o € porque ocorreu uma uniao de 9_conjuntos e&rank |-\
e Pela H.l., cada conjunto de rank [<-] tem tamanho > _()_V"L
e O tamanho do conjunto resultante
o éigual a soma dos tamanhos dos conjuntos originais,
. w-L w-lL k-1 (3
e i.e.|tamanho resultante 2 9. + 2 - 92 2 =9

| . V\

Consequéncias: note que E P i%. QLL @[v—bﬂ?\ﬂwx @oa. As tech W 22 (
e Assim, X 4 UgM e asoperacées union() e find() tem eficiéncia Q(ﬁa%m)
o porque o tempo delas depende do # de saltos até o representante. 00} @f o )

ot v g O
Uma concluséo interessante desse lema (com mais algumas propriedades) }4 ' */
. ~ , \ L0

e ¢ que sao poucos 0s nds com rank alto. y %\Q@ A

2

@0
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Path Compression (Compressao de Caminho)
Vamos olhar a operacéo find() mais de perto.

Pseudocddigo do find(&):

Ae e‘_.bpa.,k:: J‘APG’Q-'V'D

Exemplo de compresséo:

Ideia: find() pode aproveitar para trocar

Pseudocddigo do find(©) com compregssao de caminhos:
e ¢ bpos= e ca’w-jm € -
6-&9@:\‘%’,\0& (6—-5 Pw\) >%<
oy E ‘o)

““P
?_ﬁomu“ .y

¢
Implementacdo com vetor:

%
7 4 A

)
ST A T5]5] = [ara [« ¥ u 5[zl

Eficiéncia do Union-Find com Lazy Unions + Union by Rank + Path Compression:

e na pratica, tempo médio constante por operacao, i.e., © (/«>
25 o wlo st
de Col
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Problema da k-clusterizagao com espalhamento maximo

Entrada:
e um conjunto de pontos &
e uma fungéooQO de distancia entre os pontos,
o indicando quéao diferentes séo dg_i§ elementos de O
e e um inteiro positivo |« indicando o nimero de clusters desejado.

Solucao:
e agrupar os pontos em [ clusters,
o de modo a maximizar a menor distancia entre clusters.
e A distancia entre dois clusters /4 e [) é dada
o pela distéancia entre os pgwidos mais prOX|mos

"o d(aB) = w1k %)\5
9€ B
e Assim, o objetivo é encontrar uma solu(;ao que

o maximize Ed (P/ %k
Q 2 9_ o
e sendo que dois pontos [9 Qf.estao separados
o se pertencem a clusters distintos.
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Estratégia gulosa:

A funcao objetivo é a menor distancia entre qualquer par de pontos separados,
——————
e i.e., que ndo pertencem ao mesmo cluster.

Por isso, nossa estratégia gulosa € unir, em cada iteracao,

e 0 par de pontos separados mais proximo, 0
o 0 que deve aumentar o valor da fungéo objetivo.

Observe que cada uniao funde dois clusters.
e (Comecamos com cada um dos pontos isolados e
o queremos terminar com K clusters.
e Assim, o algoritmo termina depois de (|- k iteragdes/fusdes.

Note que este algoritmo é uma variante do algoritmo de Kruskal, em que
e pontos sdo vertices, lo
e pares de pontos sdo arestas, @ Jem
e distancia entre pares sdo custos das arestas,

e que termina quando obtém Y\ componentes conexas @
e que sao os clusters.
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Prova de corretude da estratégia gulosa

Seja CL, .- ,Cl« uma clusterizagao gulosa
e com valor de espacamento (funcdo objetivo) |_

Seja C,‘Ll . C& uma clusterizagao qualquer com valor de espagamento L‘

Vamos mostrar q :
e Como C"l B é uma soluc&o arbitraria
o e o problema é de maximizacéo,
e isso implica a otimalidade de Ly Cr

| >V
Caso 1: Se C;, ‘. .,Cy\e C» [ ,Cy\ sdo iguais,
e entdo elas tem 0 mesmo espacamento e o resultado segue. Wv

Caso 2: Se as solugoes sao diferentes, seja P e Ql_um par
e que esta no mesmo cluster na solugéo gulosa . NN V\)
. ~ o > A
o e em clusters diferentes na outra solugao (C“ ,Ch) .
e Note que um par assim deve existir, ja que ao menos um elemento
o deve ter vizinhos diferentes nas duas clusterizacdes.

Agora temos um subcaso facil e um dificil. Qm u
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Subcaso facil: ° e 9. foram unidos diretamente pelo algoritmo guloso.

e Como o algoritmo guloso une sempre o Wm

o neste caso o espacamento | da solugdo gulosa é pelo menos g!_ (P/ 9—)
o ie,| > d(ﬂ?)’ pois para chegar a unir P e Q-

o o0 algoritmo guloso Ei’_ uniu todos os pares W_o_s_ antes.

\
~ , ~ \
Mas, como { e g,estao em clusters diferentes na solugdo C,,} y Cm

e temos que o espagamento dela é no méximoL', ie., El 4 OL(P/ Qt) _é _[/] /

=D Subcaso dificil: P e ﬁ, nao foram fundidos diretamente pelo algoritmo guloso,
e i.e., eles acabaram no mesmo cluster porque algum elemento do cluster
o de P foi fundido com algum elemento do cluster de 2{_

Observe que, como todo elemento comecga isolado, podemos descrever
e um caminho de fusdes que levaram p e % a terminarem juntos.

o No desenho, cada aresta indica uma fusao direta.
—_
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Seja Cl o cluster da outra solugdo em que esta F . Observe que,
o como p e estdo em clusters distintos em C: / C}" o lei
e em algum ponto do caminho que comeca em p e termina em 3_
o devemos sair do cluster

S0 a,
/\/’\\\o/ Qf
b Q5 Qj

No nosso exemplo, observe que o par (o, a Qa) esta no mesmo cluster \
o na solugao gulosa e esta em clusters distintos em C :I ey C K)
e Em geral, chamemos de CQ iy Qd_)o primeiro par do caminho 911 {3 -

—D
o que atravessa a fronteira do cluster (7

e ‘
=D eolmel ot cus Lol o/ (aq,04)
Para concluir a prova basta observar que
*( Oy, a 4,)foram fundidos diretamente na solucao gulosa.
o) Portan~to, aia@, Q.L-é(l_ | \
° (qq @4_)estao em clusters distintos em C1 C!’\

/

o Portanto, [_' 4 (&(@Q,QAJ F

) ASSim,ﬂzl L d(qn’@(s) 4@ /
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