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Motivacao, Multiplicacao, Recorréncias

Informalmente, um algoritmo é uma receita, i.e., uma sequéncia de regras bem
definidas, para resolver um problema.

Mas, por que estudar algoritmos é tdo importante? IPH, CA-PI AEDV L, AED 2 ) Pap

Algoritmos (e a area irma estruturas de dados) sdo centrais na computagao, sendo
relevantes muitas areas da mesma, como:

e roteamento de rede - usa algoritmos para caminhos minimos e tabelas hash
criptografia - usa algoritmos de teoria dos numeros
computacao grafica - usa algoritmos geométricos
biologia computacional - usa algoritmos de programacao dinamica

bancos de dados - usa arvores de bu alanceadas e tabelas hash
inteligéncia artificial - usa algoritmos em grafos

otimizagcdo combinatdria - usa algoritmos para resolver problemas nas mais
diversas areas
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Sao importantes para a inovagao tecnologica, pois algoritmos mais eficientes para
um problema permitem aproveitar melhor o poder computacional disponivel,
possibilitando atacar instdncias maiores do problema.

Sao uma abordagem interessante para interpretar processos fora da computacéo,
como o funcionamento de mercados em economia e da evolugado na biologia.

A busca por bons algoritmos para os mais variados problemas é desafiadora,
permitindo fortalecer raciocinio légico e capacidade analitica.

E uma drea cheia de resultados interessantes e surpreendentes, que apresenta
solucdes inesperadas mesmo para problemas classicos.

Projeto e Andlise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacéao - UFSCar



Multiplicacao
Definicao do problema da multiplicacao de inteiros.

Entrada:

e dois inteiros x e'y com(n digitos cada
Solucéo:

e 0 produto x vezes y

Vamos avaliar a eficiéncia do algoritmo, em fung¢do de n, contando o numero de
operacdes basicas que ele realiza.

No contexto deste problema, uma operacao basica é:

e soma ou multiplicacao de digitos
e multiplicacado de inteiro por poténcia de 10
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Exemplo: multiplicar 5678 x 1234 = 7006652. =Y

opeccin ba el
F e e do U o b o opencss

L < Zml

Concluimos que o numero de operacoes basicas cresce de modo proporcional a
uma func@o quadratica em n, digamos fY\l

"Perhaps the most important principle for the good algorithm designer is to refuse
to be content" - Aho, Hopcroft and Uliman, The Design and Analysis of Computer

Algorithms, 1974.
e Ou, simplesmente, conseguimos fazer melhor?
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Exemplo do Algoritmo de Karatsuba: multiplicar 5678 x 1234 = 7006652. ED
C,Q, n ac
\ s J
SIS N SRS AT oy
Sy 4 d 4
g
b)- oc 1 .3ﬂ= 7Y 34 - 9652
- (Odmﬁ)(%fgn) - (36+2)(12+34) = 134. 16 = Gl

- c—a-b=6164-C3F2- 2652 - @F90

FGP o 10+ J 07 (b= €72.10" « 2040 Io* + 2651 - FOOEEHD

e Por que isso funcionou? Isso sempre funciona? Por que isso € interessante?
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Algoritmo recursivo simples

Dado um inteiro'v com n digitos, seja vl a metade mais significativa evr a metade
menos significativa. Note que, .~ _ -0  10"*+ arp

Ideia do algoritmo:
1. Sendo X e y os inteiros na entrada do problema considere a expressao
oy (ocL.16" + ocn)(%l ‘0/‘%«3“) % 10" +(@eL: jq’f 9‘“5&) 0" +93ﬂ39
——

2. Como xl, xr, yl, yr tem metade dos dlgltos dos numeros originais, b
o calcule recursivamente os produtos presentes na expressao anterior.

3. De posse do resultado de cada produto, para obter a solucéo, basta
o multiplica-lo pela poténcia de 10 adequada e
o somar seguindo a expressao anterior.

Andlise:
e Quantos sao os produtos/chamadas recursivas no passo 2? 4

e Qual o tamanho dos inteiros nos subproblemas do passo 2? 1 /9~

e Qual o trabalho para obter a solucdo no passo 3? (C.. M

e Assim, o tempo gasto por esse algoritmo é dado pelé_re-gorréncia:
T(m) = @T(ws) +ca

e Mas, qual é a funcao de tempo deste algoritmo?
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Resolvendo a recorréncia por substituicao: T(n) = 4_ * T([‘/_Q_) +cn
)= uFr(walle com =4 T(B) e (@ Dem| T« T@ -7
T(m) :@. (Lf T(m/y) +C.(Y\/l) v .M E(W&) - YT(/4) + C._WQ\
=g ()l Sem=d"T ((31) ¢2-))en fr (M/4)- 4T (/&) C@@”
T (w/g) -+ T (wig)+ /s
T ()= U™ (uT(wg) «c mg) e3¢ [T | ) )

- ()} e m =4 TR+ @ e
T(w) - H3<LlT<M/L4)+CM/X> tT.cm

=47 T(n/1e)+ Voem = 4 (% )Jr @'-1)c
LD pre= poL iducie mmxea

T(m)= HhT(m/lh) (2"-1).cm T(w) = H T(ﬁ) (ljn«ﬂ).cm
%/1hMLMD oh-mn =D A= -‘Lfg“\ (rv\) (W)’l)CfV\

e Conseguimos fazer melhor? KN a
e TIoS faser T :rw.i+c.%—6”n=©(ml>
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Ideia do Algoritmo de Karatsuba: revisitando multiplicar 5678 x 1234 =(7006652.

Soﬁ\_@® —aocn x Y m=4
-0 . 10",
%-X/ —gn %> &L 1 caxn | 4 &Q‘O g0
,,,ﬁ

%n% (e .16z n) <jﬂ.low3 *é}q) = ocJZ.% R0 + (W) 10 + iﬂ?: |
- o ol b

e Nao interessam os produtosxl * yr e xr * yl individualmente, s6 a soma deles.
e Conseguimos essa soma sem usar duas chamadas recursivas?

o (e magte g ) u@*wkﬁ
@ C - 6 — Io/ ~

e Truque de Carl Frledrlch Gauss para multiplicar nUmeros complexos.

@ oclyr-5642- G | OFoca.yo=731- 1658

= (acean)(Yt 40) - (F6+ 78) (12« 5) ~@LEY || c-a-b= 616y
— €3] - 2652 = 9§40

@: 610" o {04 b = 672,10 9840, 107« 2652 = Foo& g5\
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Algoritmo de Karatsuba

Pseudocdédigo do algoritmo: .
W o Hon oo Rae (44 o J&)
/52 o (£)=>1 o 7&»45»)% Lo
L by = T () = Foaly)
Cquelis 0 g 20 2 X2
( udran YL gﬁ a&ﬂ
o = dEREEERE (L, 4L)
b= avad |KauTiube Rac (K—ﬂ,;‘//q)
¢ = ki Kandiks Bue (dcgeacn, YLtyn)
( d=cCc-a-b .
Avolim 01 [0+ ol 1™+ D
Analise:

e Quantos sao os produtos/chamadas recursivas? 3

e Qual o tamanho dos inteiros nos subproblemas? m/:l

e Qual o trabalho local (ndo recursivo)? .. )

e Assim, o tempo gasto por.esse algoritmo é dado pela recorréncia:
T (@) =3 T(Wa)+ ¢ 0

e Mas, qual é a funcao de tempo deste algoritmo?
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