Algoritmos e Estruturas de Dados 2 (AED2)
Arvores AVL: altura maxima e remocéao

Altura maxima de arvores AVL
Quao esparsa pode ser uma arvore AVL?
e |sto é, dada uma arvore AVL de altura h

o qual o menor numero de nds que ela pode ter?

Considere os seguintes exemplos:

Observe que, a regra recursiva de formagao
e dessas arvores AVL esparsas/desbalanceadas é

J/ *f
\Z L-2 | h
h-t

e Ou seja,\n\ € composta por um no raiz cujo
o filho esquerdo é | ,_; ]
o e o filho direito é h-q.
e Ou seja, os filhos sdo arvores AVL com o0 menor numero de nés possivel.

Seja N(h) o numero de nos da érvoreTh . Temos que

o Para=h>=2,N(h)=l‘f N(h—l)”f N(h'Z)

Note que, N(h) € o menor numero de nés que uma arvore AVL de altura h pode ter.
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Sendo N(h) = N(h - 1) + N(h - 2) + 1 para h >= 2, vamos expandir essa recorréncia
e N(0), N(1), N(2), N(3), N(4), N(5), N(6), ...
2, 4, F,12, 20 v,

° 1,

Vamos comparar com a expansao dasequéncia
e Fib(0), Fib(1), Fib(2), Fib(3), Fib(4), Fib(5), Fi i ib(8), ...
. 1, 1, 2.,3%,5,8, 15 |, 3y,

Comparando as sequéncias podemos perceber que

= Pl (he2) - L

o 0 que pode ser provado usando indugdo matematica.

ya \0 h
Mas, Fib(h + 2) >= l)n/l = (D_/Q) AR
e Para verificar isso, perceba que
o Fib(h +2) = FJ}(%H FJ'()H QFAﬂf O\)
e Ou seja, a cada dois incrementos no |nd|ce
o o valor na sequéncia de Fibonacci pelo menos dobra.

CCi

Assim, seja m 0 numero de nds de uma arvore AVL de altura 1'] Temos que
my N) = ?Jx(l«l) ) > Q" )
e Logo -2\1/3_ ( m+ )

. Aplicandoﬂ; dos dois lados 1’1/.‘)_ A % (m.(. })
e Portanto }]é 2%’(01_‘/0

e Ou seja, a altura de uma arvore AVL € no maximo

o e, (O ﬂ% o)

Bonus:
e [E possivel fazer uma anadlise mais precisa

o em que mostramos queé Fib(h) >= 1,618/h,
m valor que deriva da razao aurea.
e Usando esse limitante inferior mais preciso para Fib(h) temos

(\/()n) - R‘jg,.(h&)%? ) 6!<?M1 - |

h618

hag Qg(wl)/ﬁ%bg‘@ = 1ott fyon)

e Portanto,

L& (i Q%(w) - @(Q% )
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/Q Algoritmos e Estruturas de Dados 2 (AED2)
Ve Arvores AVL: remocao com codigos

Y Similar aos casos da inser¢cdo, mas um tanto mais complexo.

Supomos que o algoritmo recursivo de remogao comecga
e transformando, se necessario, a remogao do no alvo
o naremogao de um né com no maximo um filho,
m COmMO ocorre nas arvores binarias de busca comuns.
e Entdo, analisamos o0 que precisa ser feito na volta da recurséo,
o quando a altura de uma das subarvores diminui apés uma remocao.

e~
Arvore remover (Arvore r, Chave chave
( b) V) O&aal'

{

~ Noh *alvo = NULL; s L

— int diminuiu_altura;

return removeAVL(r, chave,(&alvo, (&iminuiu_altura);

}

P AUL- .

0 rave (\/
@ rave o =

devolve nova raiz da drvore ,
Arvore removeAVL(Arvore r, Chave chave,(Noh %*palvo, int

=

*Bdiminuiu_altura) 4

{ [bﬂ}c&oﬂu
Noh *aux;
int desceu_esq; [;Pf?“‘rwd&

= if (*palvo == NULL)

{ %

if (r == NULL)

return N'%_

Caso 1 do rebalanceamento: se o n6 atual é o alvo,
e lembrando que ele tem no maximo um filho,
o remova o no,
o corrija a subarvore resultante,
o e devolva que a altura
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if (chave (== r->chave)

{ // se encontrou a chave alvo nesse nivel

7%>*palvo = r;

if (r->esq == NULL/&& r->dir == NULL) b
{ // se no alvo é folha
// printf(”Caso:i da remogcdo\n"); “éi WL
free(r);
—— *pdiminuiu_altura = 1;
return NULL;
}
if (r->esq == NULL || r->dir == NULL)
{ // se no alvo tem um unico filho
// printf("Caso 2 da remocdo\n"); <:>
if (r->esql== NUIL) 4;!2
aux = r->dir;
else // r->dir == NULL a// Quage
aux = r->esq; NULL

— free(r);

— *pdiminuiu_altura = 1;

return aux;

P

A) // se no alvo tem dois filhos
// printf(”Casoii da remogdo\n");
// remove no alvo trocando ele com maior né da subdrvore
esquerda

// (*palvo)->esq = removeR(r->esq, -1, palvo); A/SERRO

PERIGOSO ’)iggig
aux = removeAVL(r->esq, -1, palvo, pdiminuiu_altura); //E
2
ol

— e
" = *palvo; =

desceu_esq = 1; a7

—

r->esq = aux; oo

// return r;
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=D else // se ndo encontrou a chave alvo nesse nivel

{ n
if (chavel/ < r->chave)

{ // desce na drvorearésiiienda
r‘->esq@removeAVL(r‘2e_sq, chave, palvo,
pdiminuiualtura); - h \
desceu_esq = 1;
} 4
else
{ // r->chave > chave - ou a direita
r->dir<§?removeAVL(r;zgir, chave, palvo,
pdiminuiu_altura); _—_-
desceu_esq = 9;

} 4

// return r;
) L
}

7§else // *palvo != NULL

{ // encontrei o no que desejo remover e estou procurando com

quem trocd-Lo

if (r->dir @88 NULL) // descendo a direita em busca do maior

{

// Quizl: por que passeili -1 como chave?
P->diP<> removeAVL(r->dir; -1, palvo, pdiminuiu_altura); (:}*—‘Qf«y

<)\ desceu_esq = 0;

// return r;

}
else // r->dir == NULL
{
N
N
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// encontrei o maior elemento da subdrvore esquerda pra
trocar com o alvo

printf("chave do predecessor do alvo = %d\n", r->chave);

if (r != (*palvo)->esq) // Quiz2: por que esse teste?
{ - —al.s

// trocando no alvo com r e removendo alvo

D r->dir = (*palvo)->dir;
aux = r->esq;

P r->esq = (*palvo)->esq;
P->Q§} = (*palvo)->bal;

A free(*palvo); -
*pdiminuiu_altura = 1;
*palvo = r; // necessdrio na volta da recursdo

caso 3 da remocdo
return aux;
} p—

else // r == (*palvo)->esq - Quiz2: qual é esse caso?

{ ajkfr
// trocando no alvo com r e removendo alvo

r->dir = (*palvo)->dir;
aux = r->esq;
r->bal = (*palvo)->bal; ULL
free(*palvo);
*pdiminuiu_altura = 1;
*palvo = r; // necessdrio na volta da recursdo do
caso 3 da remocdo
return aux;

}

// return aux e outras Linhas comuns podiam vir pra cad
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Agora vamos tratar da volta da recurséo.

Caso 0 do rebalanceamento: se a altura da subarvore em que ocorreu a remocao
nao diminuiu,

e 0 algoritmo néo precisa realizar correcoes

e e devolve que a altura da sua arvore nao diminuiu.

Ja quando a altura de uma das subarvores diminui apés uma remocao.

if (*pdiminuiu_altura ==(1)

{

if (desceu esq ==(1)

{

Caso 2 do rebalanceamento: se a altura das duas subarvores era igual (i.e.,

balanceamento da raiz era 0) e a altura da subarvore em que ocorreu a remocao
diminuiu,

@t

/l\_t_,x‘-h\

e corrige o fator de balanceamento
e e devolve que a altura da sua arvore {\/E_o Mo

if (r->bal == 0)
{

r->bal =({+1;

*pdiminuiu_altura = 9;

U
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Caso 3 do rebalanceamento: se removeu da subarvore mais alta e a altura desta
diminuiu

e corrige o fator de balanceamento para ©
e ¢ devolve que a altura da sua arvore g‘i Al

else if (r->bal == (-1)
{
r->bal = 0;

*pdiminuiu_altura = 1;
—d

\

Caso 4 do rebalanceamento: se removeu da subarvore mais baixa e a altura

diminuiu
tl
-3 é% ?\ |

e ¢ preciso realizar uma ou mais rotacdes para restaurar a propriedade AVL.

else +1

{
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e (Caso 4.1 do rebalanceamento: fator de balanceamento 0 na raiz da
subarvore mais alta.

if (r-»dir->bal ==10)

{ // caso 4.1 do rebalanceamento

=) r = rotacaoEsq(r);
// raiz da subdrvore mudou
r->esq->bal =@, // suplérfuo
r->bal = [~1;

*pdiminuiu_altura = ©;

e (Caso 4.2 do rebalanceamento - fator de balanceamento +1 na raiz da
subarvore mais alta.

else if (r->dir->bal == +1)

{ // caso 4.2 do rebalanceamento
r = rotacaoEsq(r);
// raiz da subdrvore mudou
r->esq->bal =(0;
r->bal =(0;

*pdiminuiu_altura = 1;

—_—
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e (Caso 4.3 do rebalanceamento - fator de balanceamento -1 na raiz da
subarvore mais alta. .

o Quiz3: se o fator de balanceamento de » for -1/+1,

m como ficam os balanceamentos de oL e %/apés as rotacoes?
else

{
— r->dir = rotacaoDir(r->dir);
— r = rotacaoEsq(r);
if (r->bal ==(0@) {
r->esq->bal =(0;
r->dir->bal =10;

}
else if (r->bal == -1) {
r->esq->bal = 0;’
r->dir->bal = +1;
}
else {
r->esq->bal = —1?=
r->dir->bal = 0;
}
*pdiminuiu_altura =¢£;
}
¥
}
else
{
}
}
return r;

}

Note que, realizamos um numero de operagdes constante por nivel da arvore.
e Assim, a eficiéncia da remocao € proporcional a altura, i.e., O(altura).
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