Algoritmos e Estruturas de Dados 1 (AED1)
Ordenacao por selegao eficiente (heapSort),
construcao de heap em tempo linear (heapify)

Nesta aula vamos estudar uma aplicacéo do heap de maximo,
e que estudamos na aula sobre filas de prioridade.

Na maioria das aplica¢des do Heap,
e percebemos que ele pode ajudar a melhorar um algoritmo,
o quando o mesmo realiza sucessivas requisi¢des
m pelo elemento maximo (ou minimo) de um conjunto.
e |sto acontece em inumeras situacgdes,
o como quando temos que decidir o préximo evento a ocorrer,
m sendo cada evento associado a uma importancia ou tempo.

A aplicacao do heap que veremos envolve o problema da ordenacéo,
e no qual queremos colocar em ordem crescente um vetor v de tamanho n.

Comecamos relembrando a ideia do selectionSort,
e que percorre o vetor da esquerda para a direita
o e em cada iteracdo busca o menor elemento do sufixo do vetor
m colocando este na posigao corrente.
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Caodigo do selectionSort:
void selectionSort(int v[], int n) {

int i, j, ind_min, aux;
for (i =0; i<n - 1; i++) {
ind_min = i;
for (j =1+ 1; j < n; j++)
if (v[j] < v[ind_min])
ind_min = j;

troca(&v[i], &v[ind min]);

}

Eficiéncia de tempo: O(n*2) no melhor e pior casos,
e pois sao realizadas O(n) buscas pelo minimo do sufixo do vetor,
o cada uma levando tempo linear, i.e., O(n).
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Como este algoritmo realiza sucessivas buscas pelo menor elemento,
e ¢& um candidato natural a ser melhorado usando um Heap.

HeapSort

Da uniao da ideia do selectionSort com a estrutura de dados heap

e surge o algoritmo heapSort, cuja ideia é:
o Colocar os elementos do vetor em um heap,
o em cada iteragao extrair um elemento do heap,
o e coloca-lo na posigao correta no vetor ordenado.

e Como cada extragdo do heap leva tempo O(log n),
o e sdo necessarias O(n) extragoes,

e esse algoritmo deve levar tempo O(n log n) para ordenar o vetor.

Entrando um pouco mais nos detalhes técnicos desse algoritmo,
e primeiro re-organizamos os elementos do vetor
o de modo a construir um heap de maximo.
e Entdo, em cada iteracéo, extraimos o maior elemento do heap
o € o colocamos na ultima posi¢cao do vetor corrente.

9 m-1 m M-\

D | [

e Quiz1: Por que usamos um heap de maximo, e nao de minimo?

Cddigo do heapSort1:
void heapSortl(int v[], int n) {

int i, m;

for (i = 1; i < n; i++)
sobeHeap(v, i);

for (m=n; m > 0; m--) {
troca(&v[o], &v[m - 1]);
desceHeap(v, m - 1, 0);

e Exemplo de uso do heapsort1:
printf("Ordenando com heapSortl\n");

heapSortli(v, n);
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Corretude e invariante do heapSort1:
e Os invariantes principais, que valem no inicio do segundo lago sao
o V[0 ..n-1]éuma permutagao do vetor original,
o v[m .. n- 1] estd ordenado em ordem crescente,
o Vv[0..m-1] éum heap de maximo,
o v[0.m-1]<=v[m. n-1].
e Note que esses invariantes implicam a ordenagao do vetor na ultima iteragao.

Eficiéncia de tempo do heapSort1:
e O algoritmo executa da ordem de n Ig n operagdes, i.e., O(n log n),
o pois tanto o primeiro quanto o segundo lagos executam O(n) vezes
e e em cada iteragdo invocam uma operag¢ao do heap que leva tempo O(log n).

Construcao de heap em tempo linear (heapify)

Heapify é uma operacéo auxiliar interessante na manipulagéo de heaps,
e que transforma um vetor de tamanho m em um heap
o usando a funcédo desceHeap
e ¢ gastando apenas tempo linear, i.e., O(m).

Caodigo da heapify:

printf("Heapify: criando um max heap mandando todos descerem da
direita pra esquerda\n");

for (i =m/ 2; i>=0; i--)

desceHeap(v, m, i);

Analise de corretude: Esta fungao esta construindo o Heap de baixo para cima,
e de modo que uma chamada de desceHeap no indice i

o faz a arvore binaria enraizada em i se transformar em um heap.
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e |sso funciona porque, como as chamadas vao da direita para a esquerda,
o as arvores binarias correspondentes aos filhos de i
m ja sao heaps validos quando mandamos descer i.

Analise de eficiéncia de tempo:
e A principio, pode parecer que essa funcao leva tempo O(m Ig m),
o jaque o lago realiza O(m) chamadas a fungao desceHeap,
m que leva tempo O(Ilg m).
e Vamos fazer uma analise mais cuidadosa. Note que
o para os m/2 ultimos elementos do vetor
m nenhuma troca é realizada,
o para os proximos m/4
m desceHeap fara no maximo 1 troca,
o e para os proximos m/8
m desceHeap fara no maximo 2 trocas.
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e Ou seja, o total de trocas realizadas pelo desceHeap é <= m,
o portanto o custo total do heapify € O(m).

Agora usaremos esta abordagem de constru¢ao do heap,
e para melhorar a eficiéncia do heapSort.

Cddigo do heapSort2:
void heapSort2(int v[], int n) {

int i, m;
for (i =n/2; i>= 0@; i--)

desceHeap(v, n, i);
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for (m=n; m > 0; m--) {
troca(&v[0], &v[m - 1]);
desceHeap(v, m - 1, 0);

e Exemplo de uso do heapSort2:
printf("Ordenando com heapSort2\n");

heapSort2(v, n);

Eficiéncia de tempo da heapSort2: da ordem de n Ig n operagdes, i.e., O(n Ig n),
e pois no segundo lago ele realiza n extragdes do maximo,
o cada uma seguida por uma operacgao de desceHeap,
m que realiza da ordem de O(log n) operacgdes.
e No entanto, vale destacar que a constante de tempo desse algoritmo
o € menor que a do anterior, pois no primeiro lago
m ele constréi o heap em tempo linear, i.e., O(n).

Quiz2: Quanto é n*2 para n = 10007 E n Ig n para o mesmo valor de n?
o Supondo um computador com 1GHz, quanto tempo ele deve levar
m para ordenar um vetor usando selectionSort? E heapSort?
e Quanto é n*2 para n = 10000007 E n Ig n para o mesmo valor de n?
o Supondo um computador com 1GHz, quanto tempo ele deve levar
m para ordenar um vetor usando selectionSort? E heapSort?
e Faca testes para verificar a precisao das previsdes.

Estabilidade: Sera que este algoritmo preserva a ordem relativa

o de elementos que possuem a mesma chave?
e Na&o, esta ordenagdo nao € estavel,

o por conta de transposi¢des que ocorrem ao manipular o heap.
e Para visualizar, considere a troca que ocorre antes do desceHeap.

o Nela, o ultimo elemento do heap corrente

m Vai para a posi¢ao do primeiro, invertendo
e a posicao relativa deste com todos os seus iguais.

Eficiéncia de espaco: Ordenacéo € in place, pois ndo usa vetor auxiliar,
o e as unicas variaveis auxiliares utilizadas
m tem tamanho constante em relacdo ao vetor de entrada.
e Inclusive, a eficiéncia no uso de memoaria € um diferencial do heapSort
o em relagao a outros métodos de ordenagao eficientes em tempo,
m que veremos no futuro.
e Destaco que, usamos um heap de maximo ao invés de um heap de minimo
o para que o algoritmo possa ser in-place,
e ja que ao removermos o elemento maximo do heap,
o ele diminui no final do vetor,
e e é nessa posigao liberada no final que devemos colocar
o 0 maior elemento que acabamos de remover.
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Curiosidade: Se construirmos o heap num vetor auxiliar,
e 0 algoritmo deixa de ser in place,
o mas neste caso passamos a poder utilizar um heap de minimo.
e Além disso, seu melhor caso pode mudar,
o pois quando o vetor original ja esta em ordem crescente
m a construgdo do heap n&o precisa inverter todos os elementos.

e Destaco que isso é s6 uma curiosidade, pois
m aeconomia de memoria € desejavel,
o e aimplementacdo mais eficiente do heapSort é a segunda que vimos.
e Observe que, no algoritmo a seguir simulo um heap de minimo
o invertendo o valor das chaves passadas para o heap de maximo,
m e tomando o cuidado de desinverter os valores destas
e a0 copia-los de volta ao vetor original.

Cddigo do heapSort3:
void heapSort3(int v[], int n) {

int i, m, *w;

w = mallocSafe(sizeof(int) * n);

for (1 = 0; i < n; i++)
wii] = -v[i];

for (i = 1; 1 < n; i++)
sobeHeap(w, i);

for (m=n; m > 0; m--) {
vin - m] = -w[@];
wie] = w[m - 1];
desceHeap(w, m - 1, 9);

}

free(w);

e Exemplo de uso do heapSort3:
printf("Ordenando com heapSort3\n");

heapSort3(v, n);

Quiz3: Sabendo que o heapSort sempre levara tempo O(n log n),
e mas que ele pode levar um pouco mais ou menos tempo,
o de acordo com o esfor¢o para construir o heap, responda:
e Qual disposicao inicial do vetor leva ao melhor caso do heapSort1?
o E qual disposicéo inicial do vetor leva ao melhor caso do heapSort3?

Animacao: Visualization and Comparison of Sorting Algorithms -
www.youtube.com/watch?v=Z2ZuD6iUe3Pc
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