AED2 - Aula 24
Componentes fortemente conexos, algoritmo de Kosaraju

Em um grafo ndo orientado, um componente conexo
e & um conjunto de vértices maximal em que
f . . .
o entre qualquer par de vértices, existe um caminho.
— ———

e Numa intuigao fisica, se imaginarmos o grafo construido com linhas,
o um componente conexo € um objeto que nao pode ser separado,
m sem romper as “linhas” que unem os vértices.

Num grafo orientado (ou dirigido), por conta da orientagéo dos arcos,
e a0 considerarmos um par de vértices qualquer ¢, 2« b
o é possivel que haja caminho de ¢, para b , mas nao de la para O+
e Por isso, 0 conceito de componente conexo ganha uma certa nuance.

Podemos falar em componentes fracamente conexos, que correspondem
e a0s componentes conexos que encontramos se
o desconsideramos a orientacdo dos arcos e
m tratarmos eles como arestas de um grafo ndo-orientado.

Também podemos falar de componente fortemente conexo,
e que é um subconjunto S maximal de vértices

o tal que para quaisquer dois vértices o, e bem S

m existe caminho de @, para b e também caminho de b para O\
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Para outro exemplo, considere o seguinte grafo dirigido

o Quais sdo seus componentes fortemente conexos?
e Podemos contrair cada componente em um unico vértice, obtendo

N

e Note que, o grafo contraido € um'DAG. Sera coincidéncia?
o Nao, pois se houvesse algum ciclo no grafo resultante,
m isso colapsaria os varios componentes do ciclo
o em apenas um componente (e num unico vértice no grafo contraido).

Para desenvolver nossa intuicao sobre o problema e sobre como resolvé-lo,
o podemos realizar buscas no grafo anterior.
e Dependendo a partir de qual vértice comecamos uma busca,
o noés encontramos exatamente um componente fortemente conexo.
e Isso acontece se comegarmos pelos vértices mais a direita.

No entanto, se comegcarmos de outros vértices, podemos encontrar
o varios componentes misturados, o que ndao nos ajuda.
e Por exemplo, isso acontece quando comegamos pelos vértices a esquerda.

De modo geral, se comegamos a busca a partir de uma componente sorvedouro,
o encontramos um componente fortemente conexo corretamente.
e Um componente fortemente conexo € sorvedouro se nao tem arcos
[ L E——
o indo dele para outros componentes fortemente conexos.
e Tal componente corresponde a um vértice sorvedouro no grafo contraido.
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Como saber a partir de quais vértices comecar a busca?
e Ou seja, como localizar um componente sorvedouro?
o oice ol
Para descobrir isso vamos usar alguns conceitos:
e Componente fonte - um componente fortemente conexo é fonte
o senao tem arcos vindo de outros componentes para ele.
e Tempo de término de um vértice - corresponde ao momento em que
— =
o a busca termina de passar por esse vértice,
m apos explorar todos os vértices alcangaveis a partir dele.

o Vimos isso na primeira aula de busca em profundidade.

Vamos ver/lembrar como usar a busca em profundidade
e para registrar o tempo de término dos vértices.

LoopBuscaProfT empoTerm(grafo G=(V,E)):

onpe Aeder @4 vilices g\ Qo 1S i phoclel

t@sﬂwwﬁj}@%&

buw_co\%w’f Rac TT (@, N‘)

buscaProfRecTT(grafo G=(V,E), vértice v):
Wwe‘u& V™ cewn o mﬂo-i@»
fema cada once () 0)
ICSYey 41@« mtw(%'
 Dbuaca A@/PRJC (Qa,vo')
tofe Toen (v)-t
T+t

Vamos exem

e Quais sdo possivéis tempos de término? -
o Quais sdo os componentes fortemente conexos do grafo anterior?

Quiz1: O que podemos dizer sobre o vértice com maior tempo de término?
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Do exemplo anterior, podemos inferir que, o vértice ~ com maior tempo de término
e esta em uma componente fonte. De fato, isso € sempre verdade.

Prova por contradicdo: suponha que, embora ‘U tenha oimaior tempo de término,
~ 7 /
o ele'nao esta em uma componente fonte.

e Neste caso, deve existir uma outra componente C
o que tem arcos incidindo na componente de (J~

'Ciﬂfj G OO ol 76@&%
£ (] >Tiud

e Seja M o primeiro vértice de C a ser visitado.
o Temos que, M alcanga )", mas V" ndo alcanga A
ab b

Assim, temos duas possibilidades:
1. Se J foi visitado antes de o™
o entdo (" serd visitado @ntes que M seja finalizado,
m 0 que leva a tempo de M maior que tempo de V" (absurdo),
e ja que o tempo de término so cresce.
2. Se W foi visitado antes de ix
o entdo U sera finalizado antes de * ser visitado,
m pois ndo existe caminho de \“para JA
o Novamente, como o tempo de término so cresce,
m tempo de 44 sera maior que o tempo de q;~ (absurdo).
e Como chegamos a uma contradicdo nos dois casos,
o concluimos a demonstracao.

Uma observacao importante: alguns exemplos podem nos levar a crer que
o 0o menor tempo de término estara nos componentes sorvedouros.
e No entanto, ndo existe garantia de que isso ocorra,
o pois 0s primeiros caminhos seguidos pela busca em profundidade
m podem terminar em vértices de qualquer componente.
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Caodigo do loop da busca em profundidade para marcar tempos de término:
void loopBuscaProfTempoTerm(Grafo G, int *tempoTerm) {

int v, tempo, *visitado;

visitado = malloc(G->n * sizeof(int));

for (v = @; v < G->n; v++) {
visitado[v] = ©;
tempoTerm[v] = -1;

}

— tempo = 0;

for (v = @; v < G->n; v++)
if (visitado[v] == 0) —
buscaProfTempoTermR(G, v, visitado, tempoTerm, (&tempo);

- free(visitado);

void buscaProfTempoTermR(Grafo G, int v, int *visitado,
int *tempoTerm, int #ptempo) {
int w;
Noh *p;
——visitado[v] = 1;
P'= G->A[V];
while (p != NULL) {
w = p->rotulo;
if (visitado[w] == @) -~
buscaProfTempoTermR(G, w, visitado, tempoTerm, ptempo);

P = P->prox;

e

}
— tempoTerm[*ptempo] = v; tempo
- (%ptempo)++;
}
Um detalhe importante é que, este algoritmo armazena os tempos
e usando um vetor indexado por tempo de término,
o cujos conteudos sao os rotulos dos vértices.
e [sso é mais eficiente que armazenar um vetor indexado por vértices,
o cujos conteudos sao tempos de término,
m pois quando o préximo algoritmo for usar tais tempos,
e 0 vetor ndo precisa ser ordenado.
e Uma curiosidade é que, o que o algoritmo faz
o é equivalente a empilhar os vértices conforme eles sao finalizados,
m e nasegunda passada ir desempilhando para visita-los.
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Voltando ao nosso problema de detectar componentes fortemente conexos.

e Nosso interesse era encontrar vértices
o que estdo em componentes sorvedouros. (X QP@* Roed

e Isso porque, uma busca a partir de um vértice de um sorvedouro,
o encontra todos os vértices de uma componente fortemente conexa,

m e nenhum a mais. -

e No entanto, acabamos de analisar e implementar um algoritmo
o para encontrar vértices de componentes fontes.

e (Como isso nos ajuda a resolver nosso problema?

Para resolvé-lo, vamos comegar MAMM]U««QL& Q MQC,&@ 0(9& 0R Q)
e SO entdo vamos realizar o loop da busca em profundidade,
o para registrar os temEs de término.
e Isso porque, um componente fonte no grafo invertido
o € um componentesorvedouro no grafo original, e vice-versa.
e Note que, inverter os arcos néo altera quais vértices pertencem
o acada componente fortemente conexo. Quiz2: Por que?

Algoritmo de Duas Passadas de'Kosaraju
1. Computa Grev invertendo todos os arcos de'G.
2. Roda W(Grev) para computar tempos de término,
o que permitirdo localizar vértices de componentes sorvedouros.
3. Executa LoopBuscaProfldentComp(G), comecando cada busca por

o um vértice ndo visitado em ordem decrescente de tempo de término e
o marcando vértices visitados em cada busca com um rétulo distinto.

Caodigo da funcgao principal do algoritmo de Kosaraju:
void identCompForteConexo(Grafo G, int *comp) {

int u, v, *tempoTermino;
Noh *p;

— Grafo Grev = inicializaGrafo(G->n);

—for (U = 0; U < G->n; u++) {

" p = G->A[ul;

hile (p != NULL) {

V. '= p->rotulo;
insereArcoGrafo(Gfgy, vV, u); 7

p = p->prox;

— tempoTermino = malloc(G->n * sizeof(int)); C)(N\+fm)
— loopBuscaProfTempoTerm(Grev, tempoTermino);
— Grev = liberaGrafo(Grev);

— loopBuscaProfIdentComp (G, tempoTermino, comp);
= bt sty
free(tempoTermino); 4}

O m+au)
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Eficiéncia: Este algoritmo executa em tempo Q(m+rrm). Vale destacar que,
e para tanto é necessario representar o grafo com listas de adjacéncia,
o e armazenar os vértices em ordem decrescente de tempo de término.
e Quiz3: qual a eficiéncia de espaco do algoritmo?

Faltou detalharmos os pseudocdédigos do passo 3 do algoritmo:

LoopBuscaProfIdentComp(graf/o G=(V,E)):
R@’/ﬁu@@ MGGt Rodsr o pofias ireV oons o vuileder
o« en UEF O /
//w(m veh o1 wosod®) s Grale. Moo ols ﬁpﬁ o My~
porn V= m ol L
Lo eie Lo i Lokt
nt+t

S ?sz] Rec Tledt C@T; (6, )

buscaProfRecldentComp(grafo G=(V,E), vértice v):
Mo ut V- Co~& visteds
cop (V) = 1
pena ceoka cnc® ((am,w):
b sicar Pro] Bxc TdoctCop- (G )

Caddigo do loop da busca em profundidade para identificar os componentes:
void loopBuscaProfIdentComp(Grafo (G, int *tempoTermino, int *comp) {

——e (=g

int v, i, num_comp;

for (v = ©; v < G->n; v++) comp[v] = -1; —

~— num_comp = 0;

— for ()= G->n - 1; i >=0; i--) {
— v = tempoTermino[i];
if (comp[v] == -1) { —
~—num_comp++;
~buscaProfIdentCompR(G, (v, comp, num_comp) ;

}

e Quiz4: por que na busca para calcular tempos de término
o usamos o vetor visitado? Como podemos evitar utiliza-lo?
—
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void buscaProfIdentCompR(Grafo G, int v, int *comp, int num_comp) {
int w;
Noh *p;

— comp[v] = num_comp;

p = G->A[v];
while (p !'= NULL) {
Ww'= p->rotulo;
if (comp[w] == -1)
buscaProfIdentCompR(G, (W, comp, num_comp);

p = p->prox;

Agora vamos mostrar que o algoritmo esta correto, ou seja,
e que a busca a partir de um vértice v.com maior tempo de término
o realmente revela um componente fortemente conexo.
e Para tanto, lembre que num gomponente fortemente conexo
o todo par de vértices tem caminho indo e voltando.

Sendo (" a origem de uma busca no passo 3, existe um caminho a partir de
o até qualquer vértice >~ que a busca encontrou (pela W'
e Entao, s6 precisamos mostrar que '
o existe um caminho de um vértice w-qualquer até V=

e Isso porque, pela transitividade (decorrente da concatenacao de caminhos)
o isso implica que existe caminho nos dois sentidos
m entre qualquer par de vértices localizado na busca,
e 0 que implica que temos uma componente fortemente conexa.

Assim, tome um vértice W qualquer que foi alcancado a partirde V-~
e Queremos mostrar que existe um caminho a partir de |V~ até |~ em G.

(ﬂ o~ o oo, G )

Sabemos que em(G o vértice \-alcanca LW~ — P 3 g~ ~—0 Lo %G;
e portanto em Grev existe um caminho de |5~ até V=

/

Q;//w ;% W DA é;er_
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Além disso, o tempo de término de (V" é maior que o tempo de término de 7~
o i.e., t 5_\/‘] >‘t ZL,&{S

e \Vamos analisar as possibilidades para que isso ocorra.

Primeiro, vamos determinar qual vértice entre VL >~
e foi visitado antes no passo 2 do algoritmo,
o em que as buscas ocorrem em G\ e~

Caso 1: Suponha que Y foi visitado antes que V™~ em Grev. + [ >—t2v] G\
e Neste caso, o tempo de término de v~ \% o
o seria maior que de V~ /\/_%’\0
e e, t[w_l >_t£“,’]jé que W o=
o existe o caminho de W~ até V" em Grev.
e Portanto, o caso 1'nao pode ter ocorrido.
P = =
Caso 2: Consideramos que V~foi visitado antes que T £[w] >‘CZ(\P]
e (Caso 2.1: Supomos que nao ha caminhg de /wgb
m até (5em é - © ( N~
e Ls- (
o Neste caso, V" sera finalizado '
m antes de (%~ ser visitado e
o quando >~ for finalizado recebera
m tempo de término maior que vV
o ie, T Lw] >T (V]
o Portanto, o caso 2.1 também n@o pode ter ocorrido.
e (Caso 2.2: Assim, sO resta o caso em que ha ca__mllo de v-até L> em G Pl
o para que seja possivel L@ 3 U= b L @ s
Note que, isso implica na existéncia de um caminho
o de l>-até V-em & %WMM%Q

e que € 0 que queriamos demonstrar.

Quiz5: O que acontece se no passo 3 do algoritmo
e trocarmos a M em profundidade que identifica os componentes
o por uma busca genérica?
e Dica: alguma propriedade especifica da busca em profundidade é usada?

Quiz6: O que acontece se fizermos o passo 2 do algoritmo no grafo original,
e e 0 passo 3 no grafo invertido?
o O algoritmo ainda funciona?
e Dica: neste caso os tempos de término
o vao identificar vértices de componentes fonte,
® mas 0 que serdao esses componentes durante a busca em Grev?
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