AED2 - Aula 04
Arvores AVL: altura maxima e remocao e bi-sa
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Altura maxima de arvores AVL
Quéao esparsa pode ser uma arvore AVL?
e |Isto é, dada uma arvore AVL de altura h,

o qual o menor numero de nds que ela pode ter?

Considere os seguintes exemplos:

Observe que, a regra recursiva de formagao dessas arvores AVL
esparsas/desbalanceadas é
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e ou seja, F_h é composta por um né raiz cujo
o filho esquerdo é F_h-1
o e filho direito é F_h-2.
e Ou seja, os filhos sdo arvores AVL com o menor numero de nés possivel.

Seja N(h) o numero de nds da arvore F_h. Temos que
e NO= L

e Parah>=2,Nh) = | + N(lq~ &) + N(hf&) (Rch’Vl.ﬂ»e.'o)

o Note que, N(h) € o menor niumero de nés que
m uma arvore AVL de altura h pode ter.



Sendo N(h) = N(h - 1) + N(h - 2) + 1 para h >= 2, vamos expandir essa recorréncia
e N(0), N(1 ) N(2), N(3), N(4), N(5), N(6), ...
e 1, 2,4, 3,12, 20,33,

o Enxergam um padrao?

Vamos comparar com a expansao da sequéncia de Fibonacci
e Fib(0), Fib(1), Fib(2), Fib(3), Fib(4), Fib(5), Fib(6), Fib(7), Fib(8), ...
. , 1, 2,3.5, &.15,21,34,

Comparando as sequéncias podemos perceber que
e |N(h) = Fib(h +2) 1) &
o 0 que pode ser provado usando inducao matematica.

Mas, Fib(h + 2) >= 27(h @
e Para verificar isso, perceba que

o Fib(h +2) = Fib(h + 1) + Fib(h) 5= - (h) «Falr(h) = 2 Fa-(h)
e Ou seja, a cada dois incrementos no indice h
o o valor na sequéncia de Fibonacci pelo menos dobra.

ASSIm seja n o numero de nés de uma arvore AVL de altura h. Temos que
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e Portanto, a altura de uma arvore AVL é no maximo 2 Ig (n+1),
o i.e., O(log n). (h/3)
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e E possivel fazer uma andlise mais precisa :<
o em que mostramos que Fib(h) >= 1,618”h,
m valor que deriva da razao aurea.
e Usando esse limitante inferior mais preciso para Fib(h) temos

M2 V() = B (hes)-1 3 ,Ig,g““*” )

LT L el 2o hea L QQZ.S;”)
D heg L Qg(mﬂ)/ (1€l?):(b'h11"/"j%(m*l) 2

e Portanto,

ﬁ< 1,44 g (n + 1) = O(log n).



Remocao em arvores AVL

Similar aos casos da inser¢cao, mas um tanto mais complexo.

Supomos que o algoritmo recursivo de remogao comeca L ewers 11
e transformando, se necessario, a remog¢ao do né alvo B)
o naremocado de um né com no maximo um filho, ¢
m COMO ocorre nas arvores binarias de busca comuns. A

e Entdo, analisamos o que precisa ser feito na volta da recursao,
o quando a altura de uma das subarvores diminui apds uma remocao.

Caso 0: se a altura da subarvore em que ocorreu a remoc¢ao nao diminuiu, ﬁ
e 0 algoritmo néo precisa realizar correcoes
e e devolve que a altura da sua arvore nao diminuiu.

Caso 1: se o n6 atual é o alvo, lembrando que ele tem no maximo um filho,
e remova o no,
e corrija a subarvore resultante,
e e devolva que a altura diminuiu.

Caso 2: se a altura das duas subarvores era igual (i.e., balanceamento da raiz era 0)
e a altura da subarvore em que ocorreu a remog¢ao diminuiu,
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e corrige o fator de balanceamento
e e devolve que a altura da sua arvore nao diminuiu.

Caso 3: se removeu da subarvore mais alta e a altura desta diminuiu
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e corrige o fator de balanceamento para O
e e devolve que a altura da sua arvore diminuiu.



Caso 4: se removeu da subarvore mais baixa e a altura diminuiu

e ¢é preciso realizar uma ou mais rotacdes para restaurar a propriedade AVL.

e (Caso 4.1: fator de balanceamento 0 na raiz da subarvore mais alta.

o Quiz: se o fator de balanceamento de z for -1/+1,
m como ficam os balanceamentos de x e y apds as rotagdes?

Note que, realizamos um numero de operagdes constante por nivel da arvore.
e Assim, a eficiéncia da remocao é proporcional a altura da mesma,
o i.e.; O(altura).



