PAA - Aula 06.2
Multiplicacao de Matrizes, Algoritmo de Strassen

Considere as matrizes quadradas X e Y, com n linhas e n colunas cada.
e No produto X .Y =Z temos que Z também é quadrada e tem dimenséo n.

Além disso, sabemos que a posicao i,j de Z é dada por um somatério de produtos,
e ie., Z ij=\sum_k=1"n X_ik.Y_Kj

Exemplo: O b e 1£ Qe+ b?/ Q\Q-F Hq |
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Notem que a formula Z_ij = \sum_k=1~n X_ik . Y_kj sugere um algoritmo para
e multiplicar matrizes com trés lagos aninhados e eficiéncia Theta(n/3).
e Isso porque calcular Z_ij leva tempo Theta(n) para qualquer par (i, j)
o e existem n"2 pares na matriz Z.

Detalhe: vamos analisar a eficiéncia dos algoritmos usando n, mas vale lembrar que
e as matrizes tem tamanho n”2. Assim, ler a entrada ja leva tempo Theta(n/2).
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Algoritmo recursivo simples

Ideia: aplicar o projeto de algoritmos por divisdo e conquista
e Dividir: o problema original é dividido em subproblemas menores do mesmo
tipo.
e Conquistar: os subproblemas séo resolvidos recursivamente, sendo que os
subproblemas pequenos sao caso base.
e Combinar: as solugdes dos subproblemas sdo combinadas numa solucao do
problema original.

Dividir X e Y em quatro matrizes

x:ﬂ;[g y_EfP

sendo que A, ..., H sdo matrizes quadradas com n/2 linhas e n/2 colunas.
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Além disso,
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Isso sugere o seguinte algoritmo recursivo:

e Dados X e Y na entrada
Se X e Y tem tamanho 1 entdo devolva o produto dos seus elementos
Caso contrario, divida X e Y nas 8 matrizes com metade do tamanho
Calcule recursivamente os 8 produtos envolvendo essas matrizes
Faca as somas necessarias com os resultados dos produtos (em tempo
O(n"2))
e Devolva a matriz resultante

Eficiéncia dada pela recorréncia: T(n) = 8 T(n/2) + ¢ * n/2,
e pois sdo 8 produtos de matrizes/chamadas recursivas,
o cada uma com matrizes que tem metade das linhas (e colunas),
e e o trabalho para combinar as solucdes
o envolve da ordem de nA2 somas.
e Mas, qual é a funcao de tempo deste algoritmo?
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Resolucdo de recorréncia por substituicao

3'-4
L~

——— Ml 1
L ‘W)*‘ ST(MM _ ! Lm)-gT(m/fl]-{— cn
= 8(8(T(mM)+ cf‘r\l/'f){-cml
T (wa)= & T(m/u)+ ¢ W/i-22 i

= §ET M)+ 3 o

T(m/q) = 8T (m/8) « VTS
_ = 88 T(m Y/ 94)+ 3cmt
T (m/8) = 8 T(m/16) + cm*/e4=2° Lel /g)+fj«; Le

= 82T (m/8)+ qem
=3 (ST(M/%]*CM 96+ 2 ¢
'J."'l
%’L*T(fn/lé)nt \Gem

T(n) = ?*T(m/gg) 1) e

m@mm@uém M-| = 2= > - ng
gi

Projeto e Analise de Algoritmos - Prof. Mario César San Felice - Departamento de Computacao - UFSCar



Assim, f’[“(_m): QS%Q\T( L)+ (g_%“ﬂlj c.n”

= mjlc + @fl)_c-’nl

3
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Vamos verificar que a férmula deduzida esta correta usando indugao matematica
2
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Portanto, T(n) = 2cn”3 - cn2 = O(n"3)
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Algoritmo recursivo de Strassen

Usando uma observacao perspicaz € nada 6bvia,
e 0 algoritmo de Strassen precisa de apenas 7 chamadas recursivas.

Considere as seguintes matrizes:

P, - 0(F-H) Pz D6-E) P, (a-c)(e+P)

0y = (R+B)M Ps=(A+D)(E+n)
Py: (C+D)E Pe= (D-D)(6+W)
Verifique que elas podem ser usadas para compor a multiplicacao das matrizes:

XN = p17_+ plf_pl+P6 p&“’pl
p5+ P, pﬁ p5 ’pa 'P?

Assim, sua eficiéncia é dada pela seguinte recorréncia
T(n) =7 T(n/2) + ¢ * nA2
o que tem uma chamada recursiva a menos que a do algoritmo anterior.
e Mas, qual é a funcao de tempo deste algoritmo?
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