AED2 - Aula 09
Projeto e analise de algoritmos, segmento de soma maxima

“Podemos fazer melhor?”
- mote do projetista de algoritmos

Algorithms
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Compreenséo, verificagdo da corretude e analise da eficiéncia de algoritmos
iterativos para o problema do segmento de soma maxima

Problema do segmento de soma maxima
e dado um vetor v[0 .. n - 1]
e um segmento de v é qualquer subvetor de v da forma
o vle.d,comO<=e<=d<n
o se e >d entdo o segmento € vazio
e considerando que os elementos de v s&o inteiros
o asoma de um segmento corresponde a soma dos seus elementos
e assim, desejamos encontrar um segmento de soma maxima
o i.e., um segmento cuja soma dos elementos seja >= que a soma dos
elementos de qualquer outro segmento de v
e exemplo
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Observem que um segmento é determinado pelos seus extremos (e, d)
e portanto, dado um vetor de tamanho v, existem
o (nescolhe 2)=n(n-1)/2 segmentos diferentes

Além disso, podemos calcular o valor de um segmento
e em tempo linear no tamanho do segmento,
o i.e., proporcional a (d - e),
e usando a seguinte rotina
void somaSeg(int v[], int e, int d, int *s)
{
int i;
*s = 0;
for (i = e; 1 <=d; i++)
*s += v[i];
}
Corretude de algoritmos iterativos:

e enunciar relagdes invariantes que valem ao longo das iteragdes

o *s é asoma dos elementos emvie ..i- 1]
e mostrar que as relagdes valem no inicio da primeira iteragao
o noinicio*s=0ev[e..i-1]=v[e..e- 1] évazio

m portanto, o resultado vale trivialmente
e mostrar que, se as relagcdes valem no inicio de uma iteragao qualquer
o entdo elas continuam valendo no inicio da préxima iteragao.
o no inicio da i-ésima iteragao *s = v[e] + ... + Vv[i - 1]
m depois da instrugao *s += v[i] temos
o *s=v[e]l+...+V[i-1]+ V[i]
m e, ao final da iteracao, ocorre i++
m portanto, no inicio da proxima iteragao
o *s=v[e]+...+V[i-1]
e verificar que, quando os lagos terminam,
o os invariantes implicam a corretude do algoritmo.
o quandoolagoterminai=d + 1
o peloinvariante, *s =v[e] + ... +Vv[i- 1] = v[e] + ... + Vv[d]
m portanto, o algoritmo devolve a soma do segmento v[e .. d].

Combinando as ideias, podemos
e verificar a soma de cada um dos (n escolhe 2) segmentos e pegar o maior
e esta ideia é implementada no nosso primeiro algoritmo
void segMax3(int v[], int n, int *e, int *d, int *sMax)
{
int i, j, k, sAux;
*sMax = 0;
*e = *d = -1;

for (i = 0; 1 < n; i++)



for (j =1; j < n; j++)
{
SAux = 0;
for (k = i; k <= j; k++)
sAux += v[k];
if (sAux > *sMax)

{

*sMax = sAux;
*e = 1i;
*d = 5;

Invariantes e corretude:
e observe que na i-ésima iteragao do lago externo
o calculamos a soma de todos os segmentos que comegam em i
e de modo semelhante, na j-ésima iteragcdo do segundo lago
o calculamos a soma dos segmentos que terminam em |
e e o lago mais interno é responsavel apenas por somar os valores em Vi .. j]
e 0s principais invariantes do laco externo séo
o V[*e .. *d] € um segmento de soma maxima com *e <
o *sMax = v[*e] + ... + v[*d]

Eficiéncia:
e tem numero de operagdes no pior caso da ordem de n*3
o por conta dos trés lacos aninhados,
o cada um podendo ter tamanho da ordem de n.

Observando o problema, podemos perceber que
e asoma de um segmento v[e .. d] corresponde
o asoma do seguimento v[e .. d - 1] com v[d]
e analisando o algoritmo segMax3 atentos a essa observagéo, percebemos
que
o ele recalcula muitas vezes a soma dos mesmos segmentos
o eliminando esses recalculos temos nosso segundo algoritmo
void segMax2(int v[], int n, int *e, int *d, int *sMax)
{
int i, j, sAux;
*sMax = 0;
*e = *d = -1;
for (i = 0; 1 < n; i++)
{
SAux = 0;

for (j =1; j < n; j++)



sAux += v[j];
if (sAux > *sMax)

{
*sMax = sAux;
*e = i;
*d =35

Invariantes e corretude:
e observe que na i-ésima iteragao do lago externo
o calculamos a soma de todos os segmentos que comegam em i
e de modo semelhante, na j-ésima iteragao do lago interno
o calculamos a soma dos segmentos que terminam em j
e 0s principais invariantes do lago externo séao
o V[*e .. *d] € um segmento de soma maxima com *e <
o *sMax =v[*e] + ... + v[*d]

Eficiéncia:
e tem numero de operagdes no pior caso da ordem de n2
o por conta dos dois lagos aninhados,
o cada um podendo ter tamanho da ordem de n.

Sera que conseguimos fazer melhor?

Vamos considerar um raciocinio recursivo (ou indutivo)
e sejaS[j-1]=V[i..j- 1] um segmento de soma maxima
o que termina e contémj - 1
e queremos calcular S[j],
o i.e., 0 segmento de soma maxima que termina e contém |j
o podemos usar S[j- 1] =V]i .. - 1] para tanto?
m note que nenhum outro segmento terminado emj - 1
e pode contribuir tanto quanto SJj - 1]
o se §[j- 1] >= 0 entdo acrescentamos a ele VI[j]
m i.e., S[j]=V[i..|] € o segmento de soma maxima que termina e
contém j
o caso contrario, entdo todo segmento que termina e contém j - 1 tem
soma < 0,
m i.e., nenhum destes segmentos contribui para SJ[j]



m portanto, S[j] = Vv[j] € o segmento de soma maxima que termina
e contém j
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e Observe que a generalizagao deste raciocinio recursivo nos permite concluir
algumas propriedades interessantes sobre uma solug¢ao 6tima qualquer:
o considerando uma solugédo no segmento v[*e .. *d]
o qualquer segmento que termina em *e - 1, i.e., da forma vk .. *e - 1]
m temsoma<0
e caso contrario este teria sido adicionado a solugao
o 0 mesmo vale para qualquer segmento que comeca em *d + 1, i.e., da
forma v[*d + 1 .. K]
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o de modo complementar, qualquer segmento que comega em *e e esta
contido no subvetor da solugao, i.e., da forma v[*e .. k] com k <= *d
m temsoma>=0
e caso contrario este teria sido excluido da solugao



o 0 mesmo vale para qualquer segmento que termina em *d e esta
contido no subvetor da solugao, i.e., da forma vk .. *d] com k >= *e
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e essa ideia esta por tras do seguinte algoritmo
void segMax1(int v[], int n, int *e, int *d, int *sMax)
{

int i, j, sAux;

*sMax = 0;

*e = *d = -1;

SAux = 0;

for (1 =3 =0; j<n; j++)
{
if (sAux >= 0)
sAux += v[j];
else
{
sAux = v[j];
i=7;
}
if (sAux > *sMax)
{
*sMax = SAux;
*e = ij
“d = 3

Invariante e corretude:
e observe que na j-ésima iteragdo do lago



v[*e .. *d] € um segmento de soma maxima com *d < j

*sMax = v[*e] + ... + v[*d]

V[i .. j- 1] € um segmento de soma maxima com término em j - 1
sAux = V[i]+ ... +v[j - 1]

o O O O

Eficiéncia:
e tem numero de operagdes no pior caso da ordem de n.

Uma verséao levemente diferente, mas equivalente ao algoritmo anterior
void segMax@(int v[], int n, int *e, int *d, int *sMax)
{

int i, j, sAux;

*sMax = 0;

*e = *d = -1;

SAux = 9;

for (1 =3 =0; j<n; j++)

{

if (sAux + v[j] > 0)

sAux += v[j];

else

{
SAux = 0;
i=73+1;

¥

if (sAux > *sMax)

{
*sMax = SAux;
*e = 1;
*d = 3;

e note que este algoritmo usa uma variante da ideia recursiva descrita
anteriormente
o naqual S[j-1]=V][i..j- 1] € um segmento de soma maxima
m que termina em j - 1, mas ndao necessariamente o contém
e i.e., 0 seguimento vazio € uma opgao



