AED1 - Aula 06
Crescimento de fungoes, busca sequencial e binaria em vetores

"Busca binaria esta para algoritmos assim como a roda esta para mecanica: ela
simples, elegante e imensamente importante" - U. Manber, introduction to

algorithms: a creative approach, 1989.

Crescimento de fungoes

n 10”3 10”6 1019
log_2n 10 20 30

n*(1/2) 32 10”3 3*1074
nlog_2n 1074 2*10°7 3*10M0
n"2 106 10M2 108

n*3 10”9 10718 10127

2"n 10300 107300000 10%(3*1078)

Interpretacao temporal considerando um computador de 1GHz

n 10”3 10”6 10”9

log_2n <<1s <<1s <<1s

n(1/2) <<1s <<1s <<1s

n <<1s <<1s 1s

nlog 2n <<1s <1s 30s

n"2 <<1s 16 min 31 anos

n"3 1s 31 anos 31709791 milénios

2™n esquece...



Busca sequéncial

Algoritmo iterativo que busca um elemento x em um vetor v de tamanho n
int buscaSequenciall(int v[], int n, int x)

{
int i = 0;
while (i < n && v[i] != x)
i++;
if (1 < n)
return i;

return -1;

Variagdes:
e uma variagao do algoritmo anterior seria percorrer o vetor do fim para o inicio.
o neste caso, se o0 elemento nao for encontrado i sai do lago valendo -1.
m isso permite eliminar o if.

Corretude e invariante:
e o invariante principal do algoritmo € que, no inicio de toda iteragcédo do lago, o
vetor v[0..i-1] ndo contém x.
o no inicio o invariante vale trivialmente, pois i=0 e v[0..i-1] é vazio.
o o invariante se mantém de uma iteragao para outra pois i sO &
incrementado se V[i] = x.

e se 0 algoritmo sair do lago por violar a primeira condigao (i < n), temos que
o o invariante garante que x n&o esta no vetor

e caso contrario a violagdo da segunda condicao (v[i] = x)
o garante que o algoritmo devolve a solugéo correta.

Eficiéncia:
e no pior caso o algoritmo precisa percorrer o vetor inteiro,
o realizando da ordem de n operagoes, i.e., O(n).

Algoritmo iterativo que realiza busca sequencial de um elemento x em um vetor
ordenado v de tamanho n.
int buscaSequencial2(int v[], int n, int x)
{
int i = 0;
while (i < n && v[i] < x)
i++;
if (1 < n & v[i] == x)
return i;

return -1;



Convencdes e variagoes:
e 0 algoritmo anterior devolve -1 se ndo encontrou o elemento.
o outra convengao valida é devolver a posicdo em que o elemento
deveria estar, de modo a manter a ordenacéo.
m isso pode ser util, por exemplo, para insercao.
m como modificar o algoritmo para refletir esta convengao?

Corretude e invariante:
e o invariante principal do algoritmo € que, no inicio de toda iteragédo do lago,
vale que Vv[i-1] < x.

o note que, como o vetor € ordenado, isso implica que todo elemento em
v[0..i-1] € menor que x.

o o invariante vale trivialmente no inicio, pois i comega valendo 0.

o supondo que ele vale no inicio de uma iteragao qualquer, como o lago
so incrementa i se V][i] < x, ele continua valendo no inicio da proxima
iteracao.

e quando o algoritmo sai do lago, temos que i indica onde x deveria estar,
o pois todo elemento em v[0..i-1] € menor que x e o algoritmo sé sai do
laco caso
m 0 vetor tenha terminado, i.e.,i=n
m Oou V[i] >=n.
e seié um indice valido do vetor e x = V[i], o algoritmo devolve i indicando
sucesso na busca.
e senao devolve -1, indicando que x nao esta no vetor.

Eficiéncia:
e 0 numero de operagdes no pior caso € da ordem de n, ou simplesmente O(n).

Busca binaria

a ideia da busca binaria deriva da seguinte propriedade de vetores ordenados:
e se 0 valor buscado x € menor que o valor na i-ésima posi¢ao do vetor v,
o i.e., x<V[i,
o entdo x é menor que todo valor em vJ[i..n-1]
m e portanto x s6 pode ser encontrado no complemento v[0..i-1].
e caso contrario,
o i.e., x>V[i,
o entdo x é maior que todo valor em vJ[0..i]
m e portanto x s6 pode ser encontrado no complemento
v[i+1..n-1].



essa propriedade significa que, dependendo do indice i do valor v[i] com o qual
comparamos X, podemos descartar grandes pedagos do vetor.
e por isso devemos escolher sabiamente o indice i.
e note que um indice i proximo dos extremos do vetor corrente pode resultar
em descartes pequenos
o dependendo do resultado da comparacao entre x e V[i].
e assim, o valor que nos garante descartes significativos, independente de tal
resultado
o éiigual ao meio do vetor corrente.]

Exemplo de busca binaria:

c=3 |l 223 45 6 F & ==34Y:yld]
| 2 314 5 &8 38 &.359-997
[ 213/45 638 x=3=a]

Algoritmo recursivo para busca binaria de um elemento x em um vetor ordenado v
de tamanho n.
int buscaBinariaR(int v[], int e, int d, int x)
{
int m;
if (d < e)
return -1;
m= (e +d)/ 2;
if (v[m] == x)
return m;
if (v[m] < x)
return buscaBinariaR(v, m + 1, d, x);

return buscaBinariaR(v, e, m - 1, Xx);

int buscaBinaria2(int v[], int n, int x)

{

return buscaBinariaR(v, @0, n - 1, Xx);



Corretude:
e prova por indugao.

Eficiéncia:
e cada chamada da fungao buscaBinariaR
o desencadeia no maximo uma chamada recursiva,
o na qual um dos extremos (e ou d) é atualizado com m (+ ou - 1)
o sendoquem=(e+d)/2.
e por isso o vetor corrente (que comecga em e e termina em d)
o diminui de pelo menos metade a cada chamada recursiva.
e intuitivamente, podemos pensar que a cada chamada recursiva
o o vetor que comega com tamanho n é dividido pela metade
o assim, depois de aproximadamente Ig n chamadas recursivas,
m seu tamanho é reduzido a 1, e as chamadas terminam.
o como o numero de operagdes realizadas localmente em cada
chamada da funcéo é constante,
m 0 algoritmo leva tempo da ordem de Ig n, ou, O(Ig n).
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e para de fato calcular o numero total de operacdes, usamos a recorréncia
T(n)=T(n/2) + 1
T(0) =1
e seguindo a recorréncia
T(n/2) =T(n/4) + 1
T(n/4) =T(n/8) + 1
T(n/8) = T(n/16) + 1



e substituindo e simplificando
T(n) =T(n/2M) + 1
=T(n/272) + 2
=T(n/2"3) + 3
=T(n/2"4) + 4
e esta relagdo sugere a férmula geral
T(n) = T(n/2%k) + k
e sabemos que a recorréncia acaba quando o vetor corrente tiver tamanho O
o como as sucessivas divisdes por 2 no tamanho do vetor sao
arredondadas para baixo, isso ocorre para k que satisfaca
n/2"k < 1 <= n/2"(k-1)
e portanto
n/2°k <1 <=n/2Mk-1) > n<2"k<=2n —lIgn<k<=Ig2n=1+Ign
e substituindo k por 1 + Ig n na recorréncia
T(n)=T(n/2"k) +k=T(O0)+Ign+1=Ign+2
e assim, o numero de operagdes no pior caso € da ordem de Ig n,
o ou simplesmente O(lg n).

Algoritmo iterativo para busca binaria de um elemento x em um vetor ordenado v de

tamanho n.
int buscaBinaria(int v[], int n, int x)
{
int e, m, d;
e = 0;
d=n-1;
while (e <= d)
{
m= (e +d) / 2;
if (v[m] == x)
return m;
if (v[m] < x)

e=m+ 1;
else
d=m- 1;
}
return -1;

Convencgodes e variagoes:
e 0 algoritmo anterior devolve -1 se ndo encontrou o elemento.
o outra convencgao valida é devolver a posicdo em que o elemento
deveria estar, de modo a manter a ordenacéo.
m isso pode ser util, por exemplo, para insergao.
m como modificar o algoritmo para refletir esta convengao?



Corretude e invariante:
e o invariante principal € que no inicio de cada iteracao
v[e-1] < x < v[d+1]
e adotamos a convengao de que v[-1] = - infinito e v[n] = + infinito.
o portanto, o invariante vale no inicio da primeira iteragéo.
e supondo que o invariante vale no inicio de uma iteracdo qualquer,
o como no lago s6 atualizamos o extremo (e ou d) que nao contém x,
m de acordo com o resultado da comparagao v[m] < x,
o o invariante continua valendo no inicio da iteragdo seguinte,
m Ou seja, sempre descartamos o subvetor correto.
e se em alguma iteragdo a comparagéo v[m] == x for verdadeira, devolve a
posicao de X,
e senado saidolagoquandod=e + 1
o pelo invariante, neste caso, v[e-1] = v[d] < x < v[d+1]
m portanto x ndo esta no vetor e o algoritmo devolve -1.

Eficiéncia:

e igual a demonstragao feita para o algoritmo recursivo,
o substituindo chamada recursiva por iteragdo na argumentagao.



